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Si uno pregunta la solucién de un problema, el
conocimiento NO permanece.

Es como si uno lo hubiera pedido prestado. En
cambio, si lo piensa uno, es como haberlo

adquirido para siempre.
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Prélogo
Enero de 2011

“La isla de los ojos celestes.” éQué? Si, se me ocurridé que ese podria haber sido el titulo del
libro. No, pensé. Desde que supe que se habia resuelto para siempre como ganar a las
damas, me imaginé que podia ser mejor poner “El fin de las damas”. Pero no, tampoco eso
me convencia.

¢Por qué tendra que llevar un titulo un libro? éNo era mejor llamarlo Matematica... ¢estas
ahi?? “Si, pero queremos que este sea distinto”, me dijeron. ¢Distinto en qué? Son las
mismas historias de toda la vida. “Si, pero ahora el desafio es que las historias las agrupes
con una suerte de hilo conductor.” Y asi las cosas.

Le comenté a Willie (Schavelzon): “A un autor de cuentos no se le pide que encuentre un
hilo conductor de sus historias. El que escribe, escribe como le sale. Cada historia es un
mundo aparte”. Y mientras tanto, como supongo que nos pasa a todos, me asaltaba el
temor de que ya no se me ocurriera nada mas, de que ya no tuviera nada mas para decir.
Pero no, la matematica ofrece una usina inagotable de pequefias (y grandes) historias, de
problemas que parecian inocentes y tardaron 400 afios en resolverse; o, peor, que aun no
tienen solucién. Historias de gente que tuvo la creatividad suficiente como para entrarle a
los problemas desde otros angulos. Sin embargo, hay algo que no me gusta en este relato:
épor qué sugerir a quien esta leyendo que la Unica manera de que a alguien se le ocurra la
solucidon a un problema es si esta particularmente dotado? éPor qué? éPor qué no decir la
verdad? La verdad es que las personas que resuelven los problemas son personas que
piensan como usted y como yo. Claro que no todos tenemos las mismas habilidades para
los mismos temas, ni se espera que sea asi. Pero sin pasarse horas y horas pensando en
algo es muy dificil que a uno se le ocurra la solucién de nada. Los momentos de creatividad
extrema son pocos y estan muy espaciados. Pero sin el esfuerzo constante y cotidiano es
muy dificil que encuentren una forma de expresarse. Esa es la escenografia habitual. Las
personas que produjeron los quiebres mas espectaculares dentro de cada ciencia no

estaban todo el dia sin hacer nada y de un momento para otro se les ocurrid algo. No. No es

6 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

asi. Es la dedicacién diaria y constante la clave. Alguna vez lei que alguien dijo: “Tuve suerte
que cuando la inspiracién pasé por mi casa, me encontrd trabajando”.!

Pero mientras dedico tiempo a buscar titulo, prélogo e hilos conductores, sigo escribiendo.
Ya tenemos material no sélo para un libro, sino para mas. Pero quiero compartir con usted,
con el que estd leyendo el libro, algunos de los apuntes y observaciones que me fui
haciendo mentalmente mientras agrupaba los problemas.

Antes de avanzar quiero hacer un comentario muy importante (para mi): si usted abre el
libro en cualquier pagina, va a encontrar una historia. No sé cual, pero una historia. Lo que
puedo asegurarle es que no importa que no haya leido nada anterior. Eso no va a ser
impedimento para que entienda lo que estd leyendo (por supuesto, convendria que
empezara a leer al menos esa historia desde el principio), pero imagine que usted esta
leyendo un libro de cuentos y que eligié una pagina cualquiera. Bastara con que vaya para
atras hasta encontrar el principio del cuento para estar tranquilo de que va a poder disfrutar
de todo sin perderse nada.

Ahora si, quiero compartir con usted la forma en la que agrupé todo. Y los “porqué”. Los
capitulos los llamé “Vida real”, “Estrategias”, “Cartas”, “Azar y probabilidades”, “Aritmética”,
“Logica” y “Miscelanea”.

Empiezo con “Vida real” y sus subcapitulos. “No sé” representa mi verdadero sentir en la
vida, la dificultad que tenemos los humanos para exhibirnos vulnerables. La sola idea de
aparecer haciendo el ridiculo porque uno no entiende lo que cree que deberia es el primer
eslabon de una cadena de sufrimientos. Por eso es que creo que vale la pena empezar por
alli.

“El fin de las damas” tiene un condimento extra: cualquiera de nosotros que haya jugado
alguna vez a las damas entiende que ahora, después de saber que existe una estrategia
para ganar siempre o, al menos, para no perder nunca, ¢qué sentido tiene jugar entonces?
Hay mas preguntas que surgen pero creo que vale la pena poner atencién en el hecho de
gue el hombre inventd a lo largo de la historia juegos, pasatiempos, desafios a vencer. No
creo que quien inventara el juego de las damas haya tenido la idea de que algun dia habria
un grupo de personas que pensaria como disefiar un camino para ganar siempre. Mas aun,
éese inventor sabria que el juego que ofrecia al mundo tenia una relacién tan fuerte con la

matematica? “Tragamonedas” describe otra de las fuertes atracciones que tenemos los

! Supuestamente, el autor fue Pablo Picasso: “Cuando llegue la inspiracién, que me encuentre trabajando”.

7 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

humanos: el juego. ¢Cémo hacer para derrotar al azar? ¢Como enriquecerse con un golpe
de suerte? éCdmo ser mas “inteligente” que las maquinas tragamonedas? En algun sentido,
este segmento del libro invita a mirar lo que hacen los que disefian y fabrican estas
maquinas. Nosotros pensamos en “ganar dinero facil”. Ellos, en ganarnos por cansancio y
constancia. Habra que decirlo una vez mas: el casino gana siempre.

Siguiendo con el juego, “Apuestas en el casino” invita a reflexionar sobre un problema que
podria plantearse en la vida real. Supongamos que uno esta dispuesto a tirar una moneda
diez veces y, en cada tirada, arriesga la mitad del dinero que le queda. Si yo le advirtiera
que usted va a ganar seis de las diez veces, éle conviene jugar? Y si en lugar de tirar la
moneda diez veces, la arrojaramos al aire cien veces y yo le dijera que va a ganar 55 de
esas cien, usted, é¢jugaria 0 no? Las respuestas son —creo — sorprendentes y, como en
muchos otros casos, atentan contra la intuicion. Problemas como estos sirven para
entrenarnos para cuando uno tenga que tomar decisiones en la vida cotidiana. Por eso
pensar la solucién es mucho mas importante que alcanzarla.

“La matematica en Finlandia” ofrece una vision de lo que podria ser si cada pais decidiera
dar una mejor educacion a sus ciudadanos. En todo caso, demuestra que se puede. El
problema no sélo esta en qué se enseia, sino también en quién lo ensefia. Finlandia es un
pais pequefio pero sus politicas de Estado en cuanto a la inversion en educacion y ciencia
invitan al mundo a mirar hacia alla y preguntarles no sélo cémo hacen sino como hicieron.
“El transito y la matematica” describe lo que sucede con el transito en las grandes urbes.
Cada vez la situacién es mas cadtica. ¢éQué hacer? ¢Quién disena redes de alimentacion de
las zonas mas pobladas al comienzo del dia y de desagote cuando anochece? iQué
participacion deberia tener la matematica? ¢Por qué algunas sociedades son mas
respetuosas que otras? Por supuesto que no es un problema sencillo de resolver, ni mucho
menos, pero de eso se trata, de juntar todas las ramas que la ciencia ofrece para mejorar la
calidad de vida de los habitantes. Y como queda claro a lo largo de las distintas historias, la
matematica es central en casi todas ellas.

Por supuesto, nadie puede transitar por la vida real sin tropezarse cada tanto con un
“Embustero”. Y de eso se trata la historia que lleva ese titulo. Es bueno estar preparado para
no dejarse tentar por lo que parece a su favor versus lo que realmente esta pasando sin que
usted lo advierta. Dicho de otra manera, hay gente que se gana la vida engafiando

incrédulos como yo (y espero que no como usted) que nos ofrece ganar algun dinero o una
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apuesta facil que pareciera que nos favorece, pero si uno pudiera leer la letra chica de lo que
dice la Teoria de Probabilidades o lo que no se ve, no solamente dudaria en apostar y/o
jugar, sino que directamente no lo haria.

“Regresion a la media” aborda algunos temas que estan en el imaginario popular como
personas que tienen o bien mucha suerte o0 mucha mala suerte. La matematica llega en
socorro de los que realmente quieren entender los fendmenos de la vida cotidiana sin
apoyarse en leer hordscopos o invocar a los astros. Por supuesto que no es un articulo
exhaustivo, ni mucho menos, pero tampoco lo pretendo. Nadie va a ser un experto en el
tema después de leerlo, pero si saldra con una idea o nocién que quizas no tenia antes, y le
permitird rebatir con mayor fundamento lo que escucha o lee. Seria bueno que este tema
fuera de consumo habitual entre los periodistas y comunicadores de manera de poder
ilustrar mejor a los lectores o a quienes miramos television en forma cotidiana.

El “Problema del basketball en Sausalito, con Alicia, Peter Winkler y Gindbili” me lo conté
Alicia Dickenstein en ese pequefio pueblito que esta enfrente del Golden State Bridge, uno
de los dos puentes mas importantes del area de San Francisco. Como involucraba al basket
y a la matematica, me atrapd de inmediato. El resumen es el siguiente: si un jugador ha
convertido en su carrera el 77% de sus tiros libres y al finalizar la presente temporada
incrementd ese porcentaje a un 83%, étuvo que haber habido algun partido en el que al
convertir un tiro libre lo puso exactamente en un 80%? Es decir, ¢hubo algin encuentro en
el que antes de empezar llevaba menos de un 80% pero, dentro del partido, al embocar
uno estuvo exactamente en un 80%? Por supuesto, mi intuicién era equivocada (no importa
aca cual era porque prefiero que usted se entretenga al llegar a ese problema sin estar
influido por mis conjeturas). En todo caso, quiero decir aca que es un problema precioso.

“El puente flexible” invita al asombro porque se trata de determinar hasta qué altura se
elevara un puente construido con un material lo suficientemente flexible de modo que
cuando se dilate por el calor no se fracture. Hasta que uno no hace las cuentas (que
involucran una aplicacion bien inmediata del famoso teorema de Pitagoras) no hay forma de
convencerse. Vale la pena armarse de paciencia y dedicarle un rato.

“Cémo decidir educadamente” muestra la importancia de hacer una lectura adecuada de los
datos. Muchas veces, enfrentados a una situacion en la que hay que tomar decisiones, “las

apariencias... engafan”, y por eso, “las matematicas... ayudan”. Mi idea con este ejemplo es
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exhibir estas supuestas anomalias y aprovechar para enriquecernos intelectualmente. Es un
problema sencillo, pero muy esclarecedor.

Por ultimo, “Un reloj y la curiosa manera de interpretar los nimeros”, es un ejemplo
simpatico de como la utilizacion creativa de las operaciones mas elementales de la
aritmeética le permitieron a alguien disefiar un reloj de pared muy atractivo. éQuién dijo que
la matematica era aburrida? Eso si, para poder leer la hora es necesario poder descubrir
cada uno de los doce nimeros que aparecen inscriptos en el reloj.

Ahora quiero hablar del capitulo “Estrategias”.

Pocas cosas me estimulan mas que escribir sobre el disefio de estrategias. Quizas los
problemas cuyas soluciones atentan contra la intuicién estén en la misma categoria, pero
me fascina pensar (y le invito a usted a que lo haga conmigo) como elaborar una teoria que
permita, por ejemplo, ahorrar camino, ganar tiempo, minimizar esfuerzo, maximizar el uso
de algun material, contar posibilidades o mejorar la probabilidad de que algo suceda. En
definitiva, invita a la creatividad, a pensar por el costado de lo esperable. Si usted me
permite, me gustaria usar la expresion “pensar distinto”.

El ejemplo tipico es el que se conoce como el problema de “El tren y la mosca”. En realidad,
habria que decir el problema de “los” trenes y la mosca, porque hay dos trenes involucrados
gue avanzan sobre la misma via pero que ignoran lo que pasara en el futuro. Los dos trenes
van a chocar de frente en algin momento y hay una mosca que viaja mas rapido que los
dos, que va volando de un tren hasta llegar al otro, da vuelta y vuelve hacia el primero,
hasta que lo toca y sale nuevamente en sentido contrario. Por supuesto, como en la
mayoria de los casos, todos los problemas tienen muiltiples soluciones. Este en particular
tiene una respuesta (de las que yo conozco) que es fascinante y diferente. No cuento mas:
si logré despertar su curiosidad, vaya y léalo; pero mas importante que todo, permitame
sugerirle: vaya y disfrutelo.

Hace algunos anos lei el problema “Cien personas con sombreros”. Honestamente, no sé
doénde fue y, por lo tanto, no puedo darle el crédito que le corresponde a quien lo escribio
y/o lo planted. O sea, el problema que aparece con ese titulo ciertamente no es mio. Quizas
deberia agregar que la mayoria de los problemas e historias que figuran en todos los libros
de este tipo circulan desde hace muchisimo tiempo. La diferencia estad en que ahora los
buscadores como Google o Yahoo! (o el que usted prefiera) mas la ayuda de la increible

capacidad de comunicacién y rastrillaje que uno tiene con Internet hace que cosas que
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siempre aparecieron como escondidas ahora tienen un brillo particular. Pero el caso que me
ocupa aca es el de las cien personas que estan en una habitacién con sombreros o bien
blancos o bien negros, y todos pueden ver lo que tienen los 99 restantes pero no el propio;
requiere de la elaboracién de una estrategia particular. Sin ninguna duda, es una de las
historias que yo no me perderia al avanzar en el libro.

No sé lo que le sucede a usted, pero cuando yo me enfrento con un “Rompecabezas”, en
principio me siento abrumado. Me parece que nunca voy a terminarlo, que no sabria por
donde empezar, y que si se trata de buscar formas de matar el tiempo, casi seguramente
podria encontrar otras mas generosas con mi paciencia. Y, sin embargo, muchas veces en
mi vida me dejé llevar por la tentacion y me puse a resolver algunos. La pregunta que la
matematica puede ayudar a contestar es: si usted alguna vez tuvo que resolver un
rompecabezas (y lo logrd), éhabia alguna otra forma de hacerlo usando menos pasos?
Justamente, el problema consiste en ser capaz de contestar ese interrogante.

Si se trata de encontrar una estrategia que permita evitar memorizar, creo que el problema
gue llamé “Estrategia para descubrir un nimero entre cien” es uno de los mas pertinentes
que conozco. Hay algunas personas que tienen una habilidad particular para recordar las
cartas que ya salieron al jugar al pdker, o a la escoba de quince, o incluso en un casino. O
que llevan un registro increible de los nimeros que salieron en una mesa de ruleta o al
jugar a los dados. Yo no soy uno de ellos. Por eso si una persona me dijera que va a decir
en voz alta los primeros cien niumeros (del 1 al 100), pero que va a omitir uno sin decirme
cudl, y que yo debo advertir cual fue el que dejé afuera al terminar de escucharlo, si
dependiera de mi memoria, no podria acertar nunca. Sin embargo, hay una forma
interesante (entre multiples otras, intuyo) que permite garantizar que uno no se equivoque.
Es realmente un problema desafiante.

Otro enigma interesante es “Estrategia con monedas”. Es decir, imaginemos dos personas
ubicadas en dos habitaciones distintas que arrojan monedas al aire y que tratan de
conjeturar lo que sucedié con la moneda que no ven. El problema reside en calcular la
probabilidad de que ambos acierten con lo que sacé el otro al mismo tiempo (obviamente,
cada uno ve sodlo lo que sacd él). ¢éCémo hacer para maximizar la probabilidad de acertar?
De entrada, cada uno puede decir al azar cara o ceca, y cruzar los dedos esperando acertar.
Pero, ¢es posible disefiar una estrategia mejor que “decir cualquier cosa” y depender de la

suerte?
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Otro problema hiperatractivo es el de contestar si “éSe puede o no salir de un laberinto?”.
Imagine un cuadriculado de 10 x 10 habitaciones. Hay algunas puertas que comunican las
habitaciones entre si de manera tal de que de cualquiera de ellas se puede pasar a alguna
de las adyacentes. Pero, dada la configuracion que figura en el problema, ées posible pasar
por las cien habitaciones sin repetir ninguna? Este tipo de problemas no sélo es entretenido
para pensar, sino que ademas involucra a la matematica de un modo inesperado. Por
supuesto, la solucién que usted va a encontrar mas adelante no es la Unica, pero la que yo
propongo me parece que es sencilla y aspiro a que sea facil de comprender.

Para terminar esta seccion, inclui un problema que requiere mucha concentracion. Se llama
“Cinco torres inofensivas” y tiene un planteo ingenuo y sencillo. En un tablero de ajedrez
ampliado de 10 x 10 en lugar del tradicional de 8 x 8, ées posible ubicar cinco torres de
manera tal que ninguna ataque a ninguna? Si usted, como yo, no estd muy familiarizado
con el ajedrez, no se preocupe. No le hace falta, sdlo necesita saber cdmo se desplaza una
torre por el tablero, cosa que esta explicada en el problema propiamente dicho. Créame que
el solo hecho de pensar durante un tiempo si existe una distribucion de las torres de manera
tal de que ninguna pueda “comer” a ninguna permite elaborar internamente estrategias que
uno nunca creyo que estaria en condiciones de producir.

Entremos en el mundo de las “Cartas”.

Hablar de cartas es hablar de juego, y todo lo que tenga que ver con lo ludico siempre tiene
una particular atraccion para el ser humano. ¢A quién no le gusta jugar? Por supuesto, la
variedad de posibilidades es enorme, y las diferentes culturas ofrecen multiples alternativas,
pero por alguna razon jugar a las cartas es (y ha sido) una suerte de constante a lo largo del
tiempo.

Pero las cartas ofrecen también otro costado interesante, el de la magia. Por eso escribi “Un
mago adivina las cartas”, porque quiero mostrar como la matematica y la magia convergen
hasta conformar lo que hoy se llama Matemagica. Después de elegir mentalmente una carta
entre 40 y luego de hacer algunas cuentas elementales de suma y multiplicaciéon, uno llega
a un numero que sera suficiente para que el mago descubra la carta original. ¢Cémo hace?
¢Como lo hizo? Este tipo de problemas de la matematica recreativa son los que yo creo que
se deberian usar en los colegios para que los nifios y jovenes puedan aprender jugando.

Estimar, estimar... mmmmmmbh, éestimar qué?
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Aprender a estimar es otra de las falencias que los humanos enfrentamos en la vida
cotidiana. Para poder tomar decisiones razonadas, es necesario saber el numero de
alternativas que se nos ofrecen, aun en el caso en que uno vaya a jugar a la loteria, apostar
en el casino o comprar una rifa. Por eso las cartas son una usina virtualmente inagotable de
ejemplos al respecto. Si yo le preguntara: “éCudntas combinaciones® de cinco cartas se
pueden tener extraidas de un mazo de 527", usted équé me contestaria? O tengo esta otra
pregunta (otro subtitulo): “¢Cuantas formas hay de mezclar ese mismo mazo?”. No se trata
de dar una respuesta exacta, pero seria bueno que uno no contestara que son mil cuando
son mil millones, o que pensara que son billones cuando son en realidad alrededor de diez
mil. Es decir, la idea es saber estimar, tema no menor en la vida cotidiana de una persona.
En la misma direccion, le propongo que se entretenga con la seccidon “Usted, ésabe jugar al
poker? (No se preocupe, no le hace falta)”. Y es verdad, no es necesario saber jugar para
poder entender qué tipo de problemas se pueden plantear y sus potenciales soluciones. De
hecho yo no sé jugar, pero me divirtié tratar de estimar cuantas “escaleras reales” o “tres
cartas del mismo numero” (llamadas “piernas”) se pueden tener entre las cinco que uno
recibe en cada mano. Por supuesto, a quien va a jugar a las cartas no le hace falta poder
encontrar estas respuestas, uno juega y listo. Pero, en realidad, entender cuantas
posibilidades existen de que una situacion pueda presentarse en un juego de naipes, o en la
vida real, ciertamente nos prepara mejor, sobre todo si uno va a apostar dinero o decidir
algo que afecte su futuro.

Por ultimo, una de las historias mas refrescantes que experimenté en los Ultimos tiempos
fue la que vivi con Olivia, una nifa preciosa nacida en China que vive en Estados Unidos, en
un pueblo muy pequefio en el medio del campo. Yo estaba cenando con ella y su familia
cuando Olivia sacé de un bolsillo un mazo de cartas y me planted un problema. En realidad,
mas que un problema era un truco, como el que bien podria haber hecho cualquier mago.
Me hizo elegir una carta mentalmente vy, luego de diversos caminos que me hizo tomar, la
adivind. Pero la curiosidad de Olivia excedia el solo hecho de hacer un truco conmigo. Olivia
queria saber por qué. Es decir, lo que la atrapaba no era descubrir la carta que yo habia
elegido, sino que lo que ella queria era hacerme el truco a mi, en tanto que matematico,

para que la ayudara a descubrir por qué funcionaba. Y de eso se trataba. Lo hicimos juntos.

2 Cuando uno estd jugando a las cartas, recibe inicialmente un cierto nimero: pueden ser tres (como al truco o a la
escoba de quince) o bien cinco, como en el pdker. La palabra “combinaciones” sirve para indicar todas las posibles
“manos” distintas que se puedan formar.
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Lo pensamos juntos. Nos equivocamos juntos hasta que advertimos entre los dos qué era lo
que estaba pasando. Y ese trayecto fue un trayecto inolvidable. Puede que yo me olvide —
no hablemos de la solucion sino del problema mismo —, pero seguro que Olivia no. Y por
eso quise terminar esta seccidn compartiendo con usted mas que un problema de cartas o
de “matemagica”, una pequefa historia de vida: “Olivia y la matemagica”.

Asi como los problemas que involucran elaborar una estrategia tienen siempre un costado
atractivo, aquellos que involucran al azar también. Es que en alguna parte, nosotros, los
humanos, queremos ver si somos capaces de derrotarlo (al azar) o de predecirlo. Por eso es
gue agrupé algunas historias con el titulo “Azar y probabilidades”.

La primera historia que escribi tiene que ver con dos problemas de distinto orden de
dificultad (“Los dados y el azar”). El primero habla sobre la probabilidad de sacar al menos
un as cuando uno tira cuatro dados sobre una mesa. Parece sencillo, y de hecho lo es. Pero
sirve para prepararse y encontrar la respuesta a este otro: écuantas veces hay que tirar un
par de dados de manera tal de que la probabilidad de que salgan dos ases sea mayor de
que no salgan? Son problemas interesantes y muy ilustrativos.

Ahora, quiero avanzar con usted un poco mas. Si le tuviera enfrente me gustaria
preguntarle équé es el azar? La idea que cada uno de nosotros tiene del azar es obviamente
personal, pero en algiin punto uno deberia ponerse de acuerdo en la definicion. Por ejemplo,
el hecho de que llueva mafiana o pasado o el préoximo fin de semana, ées producto del azar?
Uno tenderia a decir que no... si uno pudiera analizar todos los datos atmosféricos en un
periodo razonable, que llueva o no estara predeterminado por un grupo de variables que se
pueden estudiar. En cambio, si uno tira un dado (por poner otro ejemplo), que la cara de
arriba cuando el dado deje de girar sea un cuatro o un dos es un hecho que podriamos>
adjudicarlo al azar. Una buena manera (creo) de poner a prueba cuan acertada es su
percepcion del azar es invitarlo a que lea la historia que lleva por titulo “¢Qué es el azar?”.
Alli encontrara una manera de medir lo que es su percepcion personal de un evento
aleatorio.

Por otro lado, usted puede usar la historia “"Cuatro bolitas de colores” para poner a prueba

su intuicion. Es decir, encontrara un problema muy sencillo, se trata de poner en una bolsa

3 Uso la palabra “podriamos” (en potencial) porque si uno pudiera medir la fuerza con la que estd tirando el dado y
el giro que le da al lanzarlo teéricamente podria predecir deterministicamente la trayectoria y, por lo tanto, “podria”
entrenarse para que el dado caiga de la forma que uno quiera. Sin embargo, a los efectos practicos de lo que uno
hace en la vida cotidiana cuando juega a los dados, me tomo la licencia de decir que los resultados se pueden
considerar aleatorios (o al azar).
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cuatro bolitas de distintos colores: dos rojas, una negra y una blanca. Yo le voy a pedir que
saque dos bolitas sin mirar y le digo que una de las que sacd es roja. éCual es la
probabilidad de que la otra sea roja también? Esta pregunta desafia nuestra intuicion, la
suya y la mia, pero este tipo de problemas son los que ayudan a tomar decisiones mas
razonadas cuando uno tiene que elegir. Por supuesto que es muy poco probable que en la
vida uno se vea expuesto a esa situacion particular. Pero de eso se trata, de poder simular
la realidad lo mas que uno pueda, para estar preparados cuando la vida real ofrezca la
verdadera dificultad.

Otro problema parecido que sirve para atentar contra la intuicion es el que aparece con el
titulo “Medias blancas y negras”. Tiene puntos en comun con el anterior de las cuatro bolitas
de colores, pero en este caso en un cajén hay cuatro medias de dos posibles colores:
blancas y negras. A usted le dicen que la probabilidad de que al sacar dos medias
cualesquiera sean ambas blancas es 2, o sea, un 50%. La pregunta ahora es, ide qué
colores son las cuatro medias que estan en el cajon? Como usted advierte, decidir el color
de las medias conociendo la probabilidad de sacar dos blancas es distinto del de las bolitas,
en donde de antemano sabiamos los colores. Y justamente de eso trata la matematica, de
buscar todos los posibles problemas que se puedan presentar y analizarlos tanto como sea
posible.

Hablando de matematica, uno podria avanzar en otra direccién. éQué pasaria si uno tuviera
16 medias (entre blancas y negras) en lugar de cuatro como en el problema anterior? ¢Y si
tuviera cualquier nimero de medias? Es decir, los matematicos andamos siempre a la
busqueda de los casos mas generales, con menos condiciones, con mas grados de libertad.
Algo asi como elevar la apuesta tanto como sea posible. De esa forma, si uno es capaz de
resolver la situacion mas general, estard preparado para superar cualquier obstaculo que
pudiera aparecer en esta direccién, no importa cuan dificil sea. Es por eso que escribi la
“Generalizacién del problema de las medias blancas y negras”.

En la historia que sigue, “éQuién paga la comida?”, hay una propuesta para decidir sobre un
par de alternativas que involucran al azar. Lo curioso —me parece— es que lo que uno cree
gque pasa no es necesariamente cierto, y una vez mas tambalea nuestra capacidad para
intuir. Por eso es la matematica la que ofrece su estructura légica para ayudar en las

decisiones.
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Aqui quiero dar lugar a un problema de la matematica mas pura. Por lo tanto, tiene otro tipo
de atractivos que hay que aprender a descubrir. Lo titulé “Un problema precioso sobre
probabilidades”, porque creo que lo es. Un anticipo: yo le voy a proponer que construyamos
juntos un nimero muy grande, digamos de veintiocho digitos. Usted aportara 10 y yo, los
otros 18. Los diez que usted tendra que usar son los diez digitos conocidos: 0, 1, 2, 3, 4, 5,
6, 7, 8 y 9. Yo le voy a dejar algunos lugares vacios para que usted los distribuya de la
forma que quiera. La pregunta va a ser, écudl es la probabilidad de que el nUmero que
resulte sea divisible por 396? Como usted advierte, es muy poco probable que este
problema aparezca en la vida cotidiana; casi seguro que nunca. Pero es interesantisimo para
pensar y muy Util para recorrer algunos caminos inexplorados y créame que son
ciertamente muy bonitos.

Por ultimo, la/lo invito a que lea “¢Es justa esta decisién?”. Alli vera que yo le propongo que
decida si es justa 0 no una manera de elegir entre dos alternativas. Los ingredientes son los
habituales (en este tipo de libros al menos): una urna, bolitas de diversos colores y un
algoritmo para elegir y determinar el que elige primero. Usted sera el juez para determinar
si mi oferta es razonable para las dos partes involucradas. Pensar y resolver este problema
la/lo va a sorprender. Es muy comun imaginar que la solucidén no es la que esta propuesta.
Por eso el desafio.

Hay un capitulo que habia titulado “Aritmética”, pero un sabado de febrero de 2011,
mientras escribia estas lineas pensé: ese nombre, aislado, puro, rustico, no es bueno (pero
igual lo dejé). No porque la aritmética lo sea, sino porque adverti con el tiempo que asi
como la palabra “matematica” esta asociada con lo aburrido, tedioso, inalcanzable,
inabordable (y la lista sigue), las palabras como aritmética, geometria, trigonometria,
cosmografia, cosmologia, también. Entonces, me propuse advertirle a usted, a quien esta
leyendo estas lineas y/o estuvo leyendo el indice, que por favor me tenga confianza y no se
asuste. Me gustaria ponerlo en otros términos: si yo tuviera que cambiar el titulo para
conseguir que usted lea las historias que aparecen agrupadas alli, lo haria gustoso. Mas aun,
podriamos dejar este capitulo sin nombre y, en todo caso, el titulo lo ponemos juntos al
final, después de que usted haya terminado de leer todos los problemas que alli figuran.
Acompaneme por aca. En cualquier lugar del mundo en que usted viva, los medios de
comunicacion hablan de deporte, profesional o no. En los paises latinos, el futbol es

fuertemente predominante. En los paises sajones esta todo un poco mas repartido, porque
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mientras en el Reino Unido también el futbol es prioritario, no sucede lo mismo ni en
Estados Unidos ni en Australia, por poner dos ejemplos. Pero independientemente de cuadl
fuese el deporte mas popular, en cada regién hay algo que es inevitable: en todos se
compite para ganar, y ya sea una competencia individual o colectiva, hay que hacer un
programa de partidos, lo que se conoce con el nombre de fixture. Ahora bien, “¢Cémo hacer
un fixture?” es una historia interesante de recorrer. Quizads usted no tenga que generar
ninguno en su vida, pero en todo caso es curioso pensar como hacerlo aun en casos
sencillos, por ejemplo un torneo para jugar a las cartas entre amigos en el que hay que
establecer un orden en donde todos jueguen contra todos. No requiere usar nada sofisticado
pero me resulta un problema atractivo. Espero que a usted también.

Otro tema: estoy seguro de que usted, si estd en una situacion de privilegio como yo, tiene
una cuenta de correo electrénico, o una cuenta bancaria, o retira dinero de un cajero
automatico, o usa una tarjeta de crédito. Y si no, tiene algun candado o cerrojo que usa
para guardar su ropa en un club o en una baulera. O tiene una clave para abrir la puerta de
su auto o de una caja fuerte. En todos estos casos es necesario utilizar algun cddigo o
“password”. Carlos Sarraute es un matematico amigo mio que me provee habitualmente de
muchos ejemplos que le surgen a él en la vida cotidiana. En este capitulo le sugiero a usted
gue vea el que llamé “éCémo elegir una clave secreta?”.

Cuando me encontré con el problema “Caramelos para todos” no sélo lo escribi para este
capitulo, sino que también se me ocurrié actuarlo con nifios en una escuela y también en la
Feria Internacional del Libro de Buenos Aires, en una de las presentaciones que hicimos a lo
largo de los afios. Invitamos a muchos chicos a subir al estrado y a verificar qué pasaria si
todos estuvieran sentados formando una ronda, le diéramos a cada nifo una cantidad par
de caramelos y, ante una indicacién suya (o de cualquier persona), digamos ante un
aplauso, cada nifo le entrega a quien tiene a la derecha la mitad de los caramelos que tiene
en la mano. Una vez hecho el primer paso, los nifios tienen ahora —quizds— un numero
diferente de caramelos del que tenian al empezar, que no necesariamente tiene que ser par.
Entonces usted (o quien sea que inicid el juego), le entrega un caramelo a todos los que
tienen un numero impar luego de la primera distribuciéon. Antes de que me pregunte (no
estoy alli para contestarle, pero siga leyendo): a los que se quedaron con un nimero par de
caramelos, usted no les da nada. Ahora bien, repita el proceso que inicié hace un instante,

aplaude y TODO nifio entrega a quien tiene a su derecha la mitad de sus caramelos. Y el
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proceso se repite una y otra vez. ¢éQué sucedera con el tiempo? Es un problema precioso,
qgue no requiere de nada sofisticado sino de poder pensar y disfrutar.

El problema “Afios al cuadrado” es una manera de homenajear a Ian Stewart, un
matematico inglés que se transformd, en la parte final del siglo anterior y en éste, en uno de
los mas grandes difusores que tiene la matematica en general y la matematica recreativa en
particular. Elegir un problema de su vastisima coleccion es obviamente injusto. Ninguno
daria, solo, una idea cabal y completa de su aporte. Pero como me habia propuesto elegir
uno, me quedé con el que involucra la deduccién de la edad de dos personas luego de leer
un didlogo casi criptico entre una de ellas y la hija del otro.

Carlos D’Andrea es uno de los matematicos argentinos que mas aportes ha hecho no sélo
para la difusidon de la ciencia sino también por su pasion incesante e inclaudicable en la
formacién de los mas jovenes. Ahora vive en Barcelona y la profundidad de sus aportes es
imposible de medir hoy, cuando todavia es hablar de una tarea inconclusa, ya que sigue
haciendo matematica con el mismo fervor de siempre, esté donde esté: su Corrientes natal
en la Argentina, en Buenos Aires, en Berkeley, cerca de San Francisco, o en Francia, o en
Espafia. Y, ademas, no sdlo es uno de los principales testeadores de todas las historias que
aqui figuran, sino también el que aportd la idea central para varias de ellas. En particular, el
que llamé “Problema de D’Andrea”, porque creo que Carlos se merece tener “su” problema,
un problema que lleve su nombre.

¢Cuantas veces en su vida usted se tropezd con nimeros grandes? Deudas externas, afios
luz, nimero de células en un cuerpo, sélo por dar algunos ejemplos. Ahora bien, écdmo
hacer para poner estos nimeros en perspectiva? Es decir, si usted escucha que en algun
lugar del mundo se produjeron fuertes lluvias y se inundaron aproximadamente 200
kilbmetros cuadrados o 175.000 kildmetros cuadrados o 17.840.000 kildmetros cuadrados,
équé pensaria usted? En principio, nada particular, salvo el horror de saber que si las zonas
estaban habitadas es muy posible que haya habido no sdélo alguna victima fatal sino también
muchisima gente que se haya quedado sin vivienda, ropa, agua potable, electricidad y
demas. Pero uno no tiene idea de la magnitud de lo que significan las zonas bajo las aguas,
porgue los nimeros 200, 175.000 y 17.840.000 nos dicen poco a nosotros en términos de
extension porque no tenemos educada la intuicion en ese sentido. Bien, si hubo una
inundacion de 200 kildmetros cuadrados significa que toda la Ciudad de Buenos Aires quedo

bajo las aguas. Por otro lado, 175.000 kildbmetros cuadrados bajo las aguas significa que
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todo el Uruguay esta inundado; y por ultimo 17.840.000 kildmetros cuadrados es el area de
itoda Sudamérica! Por eso, los niumeros, solos, abstractos, no dicen nada. Es necesario
ponerlos en perspectiva. Por eso escribi, a manera de ejemplo, “Miles de millones”.

Por ultimo, los seis ejemplos que figuran en “La belleza de la aritmética” hacen un poco de
justicia sobre los multiples patrones que aparecen en la vida cotidiana, mostrando
amaneceres, pinturas, fotos de montafnas o de mares embravecidos o mdusica de
Beethoven, Bach o los Beatles o Piazzolla. La belleza no esta sélo reducida a maravillas de la
plastica, de la musica, de la literatura o del arte. La matematica tiene también sus formas y
patrones particulares. Por eso, la/lo invito a que se interne en las atracciones que también la
matematica tiene para ofrecer.

No puede faltar un capitulo de “Ldgica”, y, por eso, no falta. Eso si, contiene algunos
problemas preciosos que me tuvieron a mi (y a todos los que me sufren dia tras dia)
entretenido pensandolos, que me frustraron cuando no me salieron y me dejaron euférico al
advertir por dénde podia encontrar una solucion.

La historia de “La isla de los ojos celestes” fue un hito para mi. Si bien hay mdultiples
versiones de la misma historia, elegi contar la que me parece accesible, entretenida y
seductora. Imaginemos un grupo de personas que vive en una isla y sélo tienen ojos azules
y marrones; en la isla no se puede hablar del color de ojos. Cada uno puede ver el color de
ojos del resto pero no el propio. Si por alguna razon alguno de los islefios descubriera que
tiene ojos azules tendria que abandonar la isla al dia siguiente. Funciona todo bien hasta el
dia en el que llega un visitante, que frente a todos los pobladores de la isla dice algo que
cambia la vida de los islefios para siempre. ¢Qué dijo? éQué pasd después?

La variedad y cantidad de maneras de informarnos que tenemos es increible. Las formas de
comunicarnos, la velocidad de la transmisién de datos, la codificacién y decodificacion de
mensajes es alucinante. Pero, también, junto con esta catarata o aluvidon que recibimos a
diario, aparecen errores u horrores de ldgica. Para poner algunos casos en relieve es que
escribi una breve historia sobre “Las algas usan medias rojas”. Como usted advierte, hay
gue quitar o vaciar de contenido a la frase que acaba de leer: las algas no usan ningun tipo
de ropa, mucho menos medias, y si usaran medias no serian rojas (acépteme la digresion...
gracias). Pero problemas de légica como éste infectan nuestra vida cotidiana y es bueno —
creo— que lo revise y se ponga a prueba a usted mismo. éTendra usted las defensas altas

como para poder detectar los errores de légica?
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Quiero ahora proponerle algo con respecto a los dados. En general, los dados con los que
uno juega, por ejemplo, a la generala, o en el casino, o a cualquier otro juego de mesa
conocido, tienen no solo seis caras, sino que las caras opuestas exhiben nimeros que
suman siete. Es decir, en la cara de abajo del niUmero cuatro, tiene que estar el tres. Los
nuimeros 1 y 6 estan enfrentados también, asi como el 2 y el 5. Con estas reglas, me/le
pregunto: “¢Cuantas formas hay de construir un dado con un cubo cuyas seis caras estan
pintadas de seis colores distintos?”. El planteo completo y la solucién estan en ese capitulo.
Y, para cerrar, una historia que lei en un libro del matematico Peter Winkler. Yo lo titulé
“¢Quién mira a quién?”, pero el nombre es irrelevante, lo interesante es poder pensarlo.
Winkler tiene la particularidad de ser un extraordinario generador de ideas dentro de la
matematica recreativa. Todas las que le conozco tienen algin condimento que las hace
distintas. El planteo que él hace tiene que ver con soldados en un campo de batalla. Como a
mi no me atrapa nada que tenga que ver con la guerra, preferi elegir un grupo impar de
estudiantes en un recreo, en donde todos los alumnos, en un momento determinado, son
invitados a elegir una posiciéon y también elegir uno de sus companeros a quien van a mirar.
Si, a mirar. Cada uno puede optar por el companera/o que quiera, pero tiene que fijar la
vista en uno. ¢Es posible demostrar que tiene que haber alguno de los jévenes que no es
mirado por nadie?

De eso se trata, de jugar también. La matematica es un juego y problemas de este tipo son
los que ayudan para entrenarse con situaciones ficticias, pero que estimulan al desarrollo de
nuestra capacidad para pensar. No es poco.

Y, como final-final, dejé las historias que no quise o no pude ubicar en los capitulos
anteriores y por eso les puse de titulo “Misceldanea”. Si uno mirara alrededor, en cualquier
actividad de la vida en la que esté involucrado, si uno prestara atencién, descubriria que
estamos rodeados. Si, rodeados. Pero no crea que me volvi paranoico. No, estamos
rodeados de nimeros. Por eso mismo “NUmeros, estamos rodeados” es la forma que elegi
para convencerla/o de que no hay manera de vivir hoy sin estar atado a algo que tenga que
ver con los distintos sistemas de numeracién, desde la hora, el peso, la altura, las calorias,
el sueldo, el horario del tren, la nota, las fechas. Elija lo que quiera. Los nimeros sirven para
envolver todo lo que hacemos y forman parte de la vida cotidiana en tantas formas que hoy
seria imposible, IMPOSIBLE, vivir sin ellos. Y ni hablar de la universalidad. Mientras que nos

comunicamos con multiples idiomas, segin la regién del mundo que habitemos, los
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numeros cruzan todas las barreras linglisticas y se instalan como pares o iguales tanto en
espafol, inglés, francés, aleman, italiano, portugués... y la/lo dejo a usted seguir. éNo es
extraordinario que eso suceda?

Cuando yo era un nifio que aun iba a la escuela, habia dos cosas que me tenian intrigado
(como seguramente le debe de haber pasado a usted también si hace un minimo esfuerzo
de memoria): la primera, tenia que ver con los niUmeros que nunca terminaban, es decir,
los nUmeros como pi o incluso los racionales como 2/3 o 1/7. Pero la segunda tenia que ver
con los infinitos. ¢éQué queria decir infinito? éEra un nimero mas grande que todos? Es decir,
la nocién de infinito que yo tenia era que cualquier nimero con el que yo lo quisiera
comparar, resultaba que infinito era mayor. Por ejemplo, si uno quisiera medir la longitud de
una recta que se extiende ilimitadamente hacia la derecha y la izquierda, deberia concluir
que la recta tiene longitud infinita. Si yo comparo la longitud de la recta, con la longitud de
CUALQUIER segmento, la recta “gana” siempre. Claro, una recta no entra en una hoja de
papel; no importa cuan grande sea el papel, la recta se escapa. Entonces, tengo la tentacion
de preguntarle, “éSe puede construir una curva de longitud tan grande como uno quiera
pero que quepa en una hoja de papel?” De eso trata la historia que usted va a encontrar
mas adelante en el libro.

Y siguiendo con la misma idea, uno podria plantearse: el infinito, ¢podria ser un nimero? O,
mas aun, el infinito, éserd un nimero? Justamente, si uno lo considerara como un ndmero
deberia cumplir las mismas reglas que todos los nimeros, se veria sometido a las mismas
leyes que todos los demas, ¢o no? Por eso escribi “Si el infinito fuera un nimero” y “Cuidado
con el infinito”.

Uno de los temas mas espectaculares de la matematica tiene que ver con la suma de
numeros. Si, aunque nNo parezca porgue uno siempre cree que sumar involucra solamente
sumar finitos nimeros. Pero, {qué pasa cuando uno suma infinitos nimeros? Esto requiere
de una definicién un poco mas cuidadosa y el resultado no siempre es un nimero. Es decir,

Si Uno suma

1+1/2+1/4+1/8+1/16+1/32+1/64+... +1/2"+...

obtiene el nimero 2
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(Lo que amerita una nota al pie.*)

Pero si uno suma 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + 1/5 + 1/6 + 1/7 +... descubre algo muy
interesante (e impredecible después de haber visto lo que pasaba con el ejemplo anterior de
la suma de la serie geométrica): a medida que uno va sumando mas términos, el resultado
se hace arbitrariamente grande. Es decir, esa suma idiverge! Esta serie se llama serie
armonica, y a ella me quiero referir en la historia que llamé “Mas sobre la serie armonica (o
El regreso de la serie armonica)”.

Aunque no lo parezca, éste ha sido nada mas que el prélogo del libro. Una invitacion a
recorrer un camino —que no tiene por qué ser ordenado— que fue como una suerte de gira
guiada, en donde pretendi contarle qué habra de encontrar en cada estacién o lugar en
donde se detuviera. Obviamente, usted siéntase libre de avanzar por donde esté mas
comoda/o. No hace falta que siga ninguna ruta particular, no es necesario que usted lea y/o
resuelva un problema para poder penetrar en otro. No hay tiempos ni presiones. A partir de
aca se supone que uno empieza una aventura, una aventura que no tiene testigos ni jueces.
En todo caso, mi objetivo es que usted disfrute tanto al leerlo como yo disfruté al escribirlo.
Y la pregunta final que yo le haria es la siguiente: después de haber leido y pensado alguna
de las historias, éno se siente mejor? éNo siente que le sirvid para aprender algo que no

sabia? ¢Habra valido la pena?

* Es lo que se llama la suma de la serie geométrica de razén 1/2, cuya suma resulta el nimero 2. En general, se
sabe que la serie geométrica cuya razon es un numero real g que es mayor que (-1) y menor que (+1) es
convergente, mientras que diverge en cualquier otro caso cuando el nimero g es positivo y mayor que (+1) y no
tiene limite ni finito ni infinito cuando el nimero g es menor que (-1).
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Capitulo 1

Vida real

Contenido:

1. No sé

2. El fin de las damas

3. Tragamonedas

4. Apuestas en el casino

5. La matematica en Finlandia

6. El transito y la matematica

7. Embustero

8. Regresiéon a la media

9. El problema del basquetbol en Sausalito, con Alicia, Peter Winkler

y Gindbili

10. El puente flexible

11. Coémo decidir educadamente

12. Un reloj y la curiosa manera de interpretar los nameros
1. No sé

Es curiosa la dificultad que tenemos los humanos para decir “no sé, no entiendo”.

Y es curioso también como se va modificando a lo largo de los afos, porque los
niflos no tienen dificultades en preguntar “épor qué el cielo es azul?” o “épor qué mi
hermanito tiene 'pitito’ y yo no?” o “épor qué gritaban ustedes dos ayer por la
noche?” o “épor qué el agua moja y el fuego quema vy la electricidad 'da patadas’?”.
Y siguen los porqués.

En todo caso, a lo que aspiro es que concuerde conmigo en que los nifios no tienen
dificultades ni conflictos en cuestionar todo. Y cuando digo “todo”, quiero decir
“itodo!”.

Pero a medida que el tiempo pasa empiezan los rubores, los temores y uno ya no se
siente tan cdmodo cuando se exhibe falible o ignorante. La cultura se va filtrando

por todas partes y las reglas empiezan a encorsetar.
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Uno se empieza a sentir incomodo cuando no entiende algo. Y la sociedad se ocupa
de remarcarlo todo el tiempo:

e “¢COMoO?, éno entendés?”

e “¢(No sabias que era asi?”

e “(Donde estabas metido, en una burbuja?”

e "“iEs medio tonto, no entiende nada!”
e los mas agraviantes aun:
e “El ascensor no le llega hasta el ultimo piso.”
e “No es el cuchillo mas afilado del cajén.”

e “Le faltan algunos jugadores.”

Los ejemplos abundan. En el colegio uno solamente hace las preguntas que se
supone que puede hacer. Pero si uno tiene preguntas que no se corresponden ni con
el tema, ni con la hora, ni con la materia ni son las esperables por el docente,
entonces son derivadas o pospuestas para otros momentos.

Es decir, ir a la escuela es imprescindible —obvio— pero claramente la escuela dejo
de ser la Unica fuente de informacién (y la mas consistente), como lo fue en un
pasado no muy lejano. Y por eso creo que en algun momento habrd que re-
pensarla. No dudo del valor INMENSO que tiene, pero requiere de adaptaciones
rapidas a las nuevas realidades. Y no me refiero solamente a modificar los
programas de estudio, sino a revisar las técnicas de educacién que seguimos
usando.

Durante muchos anos, salvo a través de los padres, no habia otra referencia mas
importante y fuente de conocimiento que ir al colegio. Sin embargo, las condiciones
han cambiado mucho. Ahora, los medios electréonicos no estan solamente reducidos
a la radio y la televisién. Y no es que hoy los colegios sean prescindibles, todavia,
pero me refiero a la unicidad y posicion de privilegio que tuvieron durante mas de
medio siglo.

Hoy ya no. Internet, correos electronicos, mensajes de texto, Skype, Twitter,
Facebook, teléfonos inteligentes, Blackberries, IPhones, IPods, IPads y demas han
reemplazado y ocupado esos lugares de preponderancia, o por lo menos estan en

franca competencia.
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Perdon la digresién, pero no pude evitarla. Sigo: todavia la sociedad, en forma
implicita o explicita, condena el decir “no sé”. Siempre sostuve que la matematica
gue se ensefa infunde miedo entre los jévenes, especialmente en los colegios,
aunque también sucede en las casas de esos mismos jévenes por el problema que
tuvieron/tienen los propios padres de esos chicos.

Pero el otro dia, en una entrevista, me propusieron que pensara si lo mismo no
pasa con Lengua o Historia. Y creo que no, que no es lo mismo. Me explico: ningun
nifo siente que es inferior si no entiende algo de Historia o de Lengua. Lo siente, si,
cuando se trata de Matematica. Alli no hay alternativa. Si uno entiende, es un
“bocho” y tiene patente de inteligente, “nerd” o algo equivalente. Es mas, a ese
niflo le estan permitidas ciertas licencias que los otros no tienen. Y eso porque le va
bien en matematica. Y son pocos. Digo, son pocos los nifios a los cuales les va bien,
con todo lo que eso conlleva como carga por parte de los adultos.

“Le va bien.” éSuena raro, no? ¢Qué querra decir que “le va bien”? Ese nifio, quizas,
puede preguntar. Nadie lo va a considerar mal si cuestiona lo que pasa alrededor
“porque le va bien en Matematica”. No es lo mismo que le vaya bien en Lengua o en
Historia o en Geografia. Eso no, porque eso se aprende, se estudia, es cuestion de
dedicarle tiempo. Con la matematica parece que eso no pasa. Es decir, la
percepcién generalizada que la sociedad tiene (al menos de acuerdo con mi
experiencia) es que hay gente dotada y otra que no. Los dotados no necesitan
mucho esfuerzo, entienden y listo. Y los otros, la gran mayoria, no importa cuanto
tiempo le dediquen, o cuanto esfuerzo estén dispuestos a ofrecer, no hay caso. Algo
asi como que “lo que natura non da, Salamanca non presta”, con toda la brutalidad
que esta frase implica.

Aqui, un breve paréntesis. El arte presenta también otro angulo interesante. Si un
niflo tiene algunas condiciones que lo destacan en la pintura o en la musica, por
poner algunos ejemplos, entonces si, ese nifno esta bien. Se lo acepta como “raro”
(o “rara”) y puede hacer preguntas. Pero la media, la mayoria de los chicos, no. No
esta bien visto. Si uno pregunta, es porque no entiende o no sabe, y no queda bien
exponerse como ignorante de algo. Parece como que generara verglenza, propia y

ajena.
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éPor qué? éPor qué se supone que uno no puede preguntar? ¢Por qué se supone
gue uno tiene que entender aunque uno no entienda? ¢Por qué esta mal volver a
preguntar algo que se supone que uno sabia pero que se olvidd? ¢Por qué? ¢Por qué
no aceptar que vivimos constantemente sumergidos en una duda? éPor qué no
valorar la duda como motor del aprendizaje, del conocimiento?

En todo caso, pareciera que sélo aquellos que tienen la seguridad de que nada les
va a pasar son los que pueden cuestionar sin sentirse minimizados o disminuidos
ante los ojos del interlocutor.

Y aqui es donde conviene detenerse. Si se trata de conseguir seguridad, uno podria
decir “éseguridad de qué?”. Seguridad de que nadie lo va a considerar a uno un
idiota, o un tonto. O estan también aquellos a quienes no les importa tanto el qué
dirdn. Pero son los menos.

La sociedad parece sélo valorar “el gran conocimiento”, la cultura enciclopedista.
Algo asi como la cultura de ser un gran diccionario o una enciclopedia que camina.
Una sociedad que discute a la creatividad, a aquel que se sale del molde, a aquel
gue pregunta todo el tiempo, aquel que dice “no sé”, “no entiendo”.

Yo creo que uno deberia tratar de estimular la prueba y el error. O, mejor dicho, de
estimular que el joven pruebe y pruebe, que pregunte y pregunte, y que busque
él/ella la vuelta para ver si le sale o si entiende lo que en apariencia le resulta
inaccesible. Sobre todo invito a los adultos a que nos asociemos a la blisqueda con
ellos, a mostrarnos tan falibles como ellos, sobre todo porque SOMOS tan falibles
como ellos, y no estaria mal mostrarnos tan apasionados por entender como ellos,
tan curiosos como ellos.

En definitiva, el saber es algo inasible, dificil de definir. Y perecedero, salvo que uno
lo riegue todos los dias. ¢Qué quiere decir saber algo? Una persona puede saber
cuales son todos los pasos para conducir un auto, pero eso no significa que sepa
manejar. Un cirujano, no bien egresa de la facultad de medicina, puede creer que
sabe lo que tiene que hacer. De alli a poder operar, hay un trecho largo.

Por eso, el Unico camino es la pregunta, la duda y el reconocimiento constante del
“no sé, no sé como se hace; no entiendo; explicdmelo de nuevo”.

Y eso es lo que creo que nos falta como sociedad: seguir como cuando éramos

ninos, sin pruritos ni pudores. Era el momento en el que no saber era visto como
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una virtud, aceptado por los adultos por la ingenuidad que contenia y porque la
pelicula estaba virgen y estaba todo por entender. Quizas uno llegue a la conclusién
de que en esencia conoce poco y de muy poquitas cosas, pero la maravilla de la

vida pasa por el desafio de descubrir. Y de poder decir “no sé, no entiendo”.

2. El fin de las damas

Desde que aparecieron las computadoras personales, la vida de los humanos
cambiod drasticamente. Cambid en multiples sentidos, pero muchos de esos cambios
quizds permanezcan intangibles o sean imperceptibles para la mayoria, y
obviamente me incluyo en ese grupo. Me quiero referir a un caso muy puntual, el de
los juegos.

Estoy seguro de que usted sabe jugar al ta-te-ti. No sélo eso, sabe también que no
importa si el que empieza a jugar es usted o su rival, si cada uno juega con la
estrategia correcta el partido termina inexorablemente empatado.

Es decir, si empieza usted, hay una estrategia ganadora, pero eso sucede siempre y
cuando su rival juegue en forma equivocada. Si juega como corresponde, el

resultado es tablas.’

® El que empieza el juego ubica una X en el casillero del centro. Si el que juega segundo pone una O en cualquiera
de los cuatro lugares del centro (como se ve en la Figura 1) entonces pierde la partida independientemente de
como siga jugando. Basta seguir los pasos que aparecen en la Figura 2. En cambio, si juega en cualquiera de los
cuatro de las puntas (ver Figura 3), entonces la partida es empate. Siempre. Es decir, siempre y cuando cada uno haga el
mejor movimiento en cada caso.
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Por supuesto, jugar al ta-te-ti entonces se transforma en algo aburrido para un
adulto, no tiene ningun incentivo. En todo caso, jugar al ta-te-ti clasico sélo sirve
para entretener a un nifo hasta que él descubra la estrategia para no perder.

De estos juegos hay muchisimos. Y también hay muchisimos resueltos. ¢Qué quiere
decir “resueltos”? Lo mismo que con el ta-te-ti. Es decir, que si ambos jugadores
siguen una estrategia preestablecida y ninguno de los dos se equivoca, el juego
termina empatado.

También hay juegos en donde el orden importa. Es decir, el que arranca primero,
gana (si juega bien, claro estd). O, al revés, el que juega segundo es el que gana.

Pero mas alld de hablar en general, me quiero referir a un juego muy popular, muy
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conocido y sobre todo, muy expandido: las damas. ¢Quién no ha jugado alguna vez
a las damas? En todo caso, el juego consiste en un tablero de 8 x 8 (como el de
ajedrez), en donde se alternan las casillas blancas y negras, y cada participante
tiene 12 fichas. No voy a escribir aca el reglamento, que es muy facil de conseguir.
Pero lo que si me importa es marcar que hace muchos siglos que el ser humano
juega a las damas. Muchos. El atractivo, en todo caso, reside en que uno juega
elaborando estrategias en el momento pero sin saber —al menos hasta hace poco
no se sabia— si hay siempre una estrategia ganadora, o por lo menos una
estrategia que inexorablemente termine en un empate.

El énfasis lo quiero poner en “hasta hace poco”, ya que hasta el ano 2007 no se
conocia si habia una forma de no perder nunca. Pero desde el 19 de julio de ese afio
se sabe. No solo se sabe sino que la comunicacién oficial al mundo de que habia
llegado “El final de las damas” fue publicada en la prestigiosa revista Science.® Alli,
el autor principal, el matematico canadiense Jonathan Schaeffer, profesor en
Ciencias de la Computacion en la Universidad de Alberta en Edmonton (Canada),
demostré que por mas que uno intente, si su rival juega correctamente todas las
veces que le toque mover sus fichas, usted ya nunca mas podra ganar. ¢Qué raro
gue suena, no? ¢Significard esto que uno no podra nunca mas ganar una partida de
damas? En fin, ése es otro capitulo. Sigo con lo mio.

A pesar de que la mayoria de las personas... en realidad, deberia corregirme y
poner: la abrumadora mayoria de las personas, nunca prestard atencién a lo que
escribié Schaeffer, me permito hacer la siguiente observacion: es posible que
cuando dos personas jueguen a las damas en la vida cotidiana ninguno de los
rivales sepa qué tiene que hacer en todos los casos para no perder. Pero, si usted
(como mucha otra gente) tiene planeado jugar contra una computadora, le sugiero
que piense bien lo que va a hacer, salvo que no le interese saber que no puede
ganar.

Claro, con los programas actuales, hay formas de elegir el nivel con el que uno
juega y de esa forma una podra sortear lo inexorable. Ahora, si usted quiere ir al

estamento mas dificil, entonces sepa que no va a poder ganar.

6 Jonathan Schaeffer, Neil Burch, Yngvi Bjornsson, Akihiro Kishimoto, Martin Muller, Robert Lake, Paul Lu y Steve
Sutphen, Revista Science, Vol. 317, no. 5844, pp. 1518-1522, 19 de julio de 2007.
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A Schaeffer le llevd casi 19 afios resolver el problema. Piense que todas las posibles
posiciones que pueden quedar en el tablero son mas de 500 trillones: un ndmero
cinco, seguido de 20 ceros 500.000.000.000.000.000.000

En septiembre de ese afo, el 2007, Schaeffer y sus colegas terminaron de escribir
el programa que juega a las damas y al que no se le puede ganar. Le pusieron un
nombre: se llama Chinook.

Schaeffer empezé su periplo en 1989. Diariamente us6 en paralelo mas de 50
computadoras, aunque en los momentos pico llegé a necesitar 200.

La parte sustancial del trabajo de Schaeffer consisti6 en simular finales de cada
partida, es decir, cuando ya quedan a lo sumo 10 (diez) piezas en el tablero. De
todas formas, no crea que eso transforma el problema en algo mucho mas
manejable: las posibles posiciones con diez piezas o0 menos son imas de 39 billones!
Es decir, el numero 39 seguido por 12 ceros, algo mas que icinco mil veces la
cantidad de gente que vive en el planetal

Lo que es interesante y verdaderamente paraddjico es que para empezar a jugar a
las damas sélo hay 19 posibles maneras de hacer las tres primeras jugadas.’
Schaeffer confesd ser un pésimo jugador de damas pero su objetivo al disefar un
programa como Chinook fue exhibir la potencia del uso de la inteligencia artificial
aun para cosas mundanas y que parecian inabordables. Con la ayuda de
computadoras cada vez mas rapidas y mas potentes pudo avanzar en un camino
que cada vez tiene mas adeptos dentro de las distintas ramas de las diferentes
ciencias. Si un humano sospecha que algo es lo mejor que puede hacer, écdmo
transformar esa sospecha en certeza?

Schaeffer lo logré con Chinook y por eso el programa elige siempre la mejor
jugada,® y para el rival la Unica alternativa es también elegir siempre la mejor® para
llegar a lo sumo a un empate.

Por supuesto, para poder saber qué era lo que pensaban los expertos en el juego,
Schaeffer estuvo en contacto con los mejores jugadores de damas del mundo. De
ellos aprendid cuales eran las mejores (y también las peores) movidas que se

podian hacer en determinadas situaciones y de esa forma construyd una imponente

7 En verdad, hay aproximadamente 300 variantes posibles de hacer tres movidas, pero mas de 100 son duplicadas
y el resto se puede probar que son equivalentes. De ahi el nimero 19 que figura en el texto.

8 0 una de las mejores, si es que hay varias.

° Otra vez, igual que en el item anterior, una de las mejores, si es que hay varias entre las que hay que optar.
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base de datos. Después hacia correr el programa y junto a su equipo monitoreaba
los errores y producia los cambios necesarios. Esa tarea fue la que insumié tantos
anos. Chinook fue virtualmente aprendiendo a decidir lo que tenia que hacer ante
cada situacion.

Schaeffer comentd que su objetivo inicial era que Chinook ganara el campeonato
mundial de damas (en donde competimos nosotros, los humanos). En 1992 obtuvo
esa posibilidad al llegar a la final, pero perdié frente a Marion Tinsley. Tinsley es
considerado el mejor jugador de damas de todos los tiempos. Murié en 1995 pero
en 41 afnos (desde 1950 a 1991) sdlo perdié tres partidas. Schaeffer intentd
nuevamente con Chinook en 1994 y ahi si gand y se convirti6 en el primer
programa de computacion de la historia que gandé un campeonato mundial, tal como
figura en la Guia Guinness de Records Mundiales.'°

Haber resuelto un problema como el del juego de damas exhibe el avance que ha
producido la rama de la ciencia que se conoce con el nombre de Inteligencia
Artificial. El desarrollo de programas como el de Schaeffer muestra como el ser
humano es capaz de simular su propia capacidad para acumular datos, aprender a
ordenarlos, razonar ante una dificultad y obrar en consecuencia. No es poco,
teniendo en cuenta que los problemas que enfrenta la computadora nos llevarian a
nosotros, los humanos, tiempos que se miden en cientos de miles de anos.

Pero siempre quedaran preguntas abiertas. De hecho, Schaeffer y su equipo, en
representacién de los humanos pudieron con las damas. Ahora el ser humano va
por el ajedrez, tarea cicldpea si las hay.!!

Pero el mundo moderno requiere de las nuevas tecnologias. El avance es
exponencial. Por supuesto, uno podria volver hacia atrds en el tiempo vy
reacomodarse como si hada hubiera pasado. Pero, dependiendo del gusto de cada
uno, épodriamos reinstalarnos en la Edad de Piedra y empezar todo de nuevo? Lo
dudo. ¢O usted no es una persona que cuando se olvida el teléfono celular en su

casa, vuelve para buscarlo porque se siente desnudo hasta que no lo recupera?

10 En realidad, Tinsley no jugé al tope de sus posibilidades y se retird debido a una enfermedad. Moriria ocho meses
mas tarde. De todas formas, en 1996 Chinook fue mucho mas potente ain y con los procesadores mas rapidos la
brecha con los humanos se ampli6é para siempre.

1 Las damas ofrecen un ndmero de posiciones equivalente a la raiz cuadrada de las que tiene el ajedrez, que se
estima en el rango entre 10*° y 10°° (un 1 seguido de 40 hasta 50 ceros). Como escribié Schaeffer en su articulo en
Science, teniendo en cuenta las dificultades que tuvieron que atravesar para resolver el problema de las damas, el
ajedrez no serd resuelto por un largo tiempo, salvo que se produzca un quiebre en el conocimiento que se tiene
hasta ahora.
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3. Tragamonedas

Las maquinas tragamonedas, de las que hay repartidas en todo el mundo y son bien
conocidas por nosotros, produjeron en el aino 2009, sélo en Estados Unidos, 25 mil
millones de ddlares. Y esos 25 mil millones estdn estimados como ganancia. Es
decir, esta suma es posterior a haber pagado a quienes ganaron al jugar y
descontados los impuestos (obviamente altisimos) que aporta el juego. Sin
embargo, aun en esas condiciones, el nimero es escalofriante. Y representa la
mitad de lo que producen anualmente todos los casinos de Las Vegas.

Para tener una idea de lo que significa este niumero, piense en lo que generd la
industria del cine (nada menos) en el mismo periodo: juntando todas las salas
estadounidenses y todas las peliculas que se exhibieron, el total recaudado fue de
10 mil millones de délares. Es decir, las maquinas tragamonedas produjeron dos
veces y media mas que Hollywood, con todo el poderio y potencia de sus estudios y
luminarias.

Aun asi, por mas interesante que resulte esta comparacion, hay algo que para mi
tiene aln mas atractivo: équiénes fabrican estas maquinas?, écomo las hacen?,
écomo interviene la matematica en todo esto?

Por supuesto, los casinos tienen mucho cuidado en no perder de vista que la
probabilidad de ganar esté siempre a favor de ellos. Por lo tanto, sea quien fuere
quien las disefie y construya, debe poder garantizar el resultado: “El casino tiene
que ganar SIEMPRE”.*?

Pero las maquinas fueron cambiando. Antes habia ruedas y tambores que giraban,
dientes que se engarzaban, ejes que habia que lubricar. Hoy es todo digital. Y eso
trajo una diferencia sustancial en la percepcion: en la medida que habia algo
mecanico involucrado, uno tenia la sensacién de que el azar todavia tenia alguna
incidencia.

Es decir, al hacer girar una ruleta, uno ve como gira la bolita en sentido contrario, y
la ve saltando de un nimero a otro hasta depositarse en alguno de ellos. Es como si

hubieran entregado una cierta tranquilidad de conciencia: si uno pierde, perdié por

2 Una breve digresion. Cuando digo que el casino tiene que ganar siempre, quiero decir que es muy dificil
encontrar un equilibrio entre el deseo del jugador por jugar, la cantidad de veces que apuesta y la cantidad de
veces que pierde. La gente que opera los casinos conoce nuestras debilidades (las de los humanos) y por eso la
banca termina siempre con una ventaja a su favor.
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mala suerte. Y si gana, también gand por la suerte. Pero no hay nada escondido,
salvo que el tambor de la ruleta esté “tocado”. Es decir, ganar o perder tiene que
ver —en apariencia— con el azar.

Ahora, imagine una ruleta digital, en donde se van encendiendo distintas luces a
medida que la bolilla imaginaria va girando alrededor de una ruleta virtual. ¢Como
sabe uno que no hay un programa disefiado ad hoc de manera tal de que pueda
detectar cuales son los niumeros que tienen menos dinero apostado y hacer detener
esa bolilla en uno de esos casilleros? Tal como usted supone, ese programa es
posible de disefar e intuyo que para los programadores no debe de ser muy dificil
(si lo es para mi).

Cuando la ruleta y la bolita son tangibles, uno cree que controla. En el mundo
digital, esa sensacién de control se pierde. Y, aunque uno estd dispuesto a
someterse a la suerte, ya no se siente tan cdmodo si imagina a alguien que puede
mover los hilos sin que uno lo advierta.

El 70% de las maquinas tragamonedas que se usan en Estados Unidos y el 60% de
las que se usan en el resto del mundo se producen en un solo lugar: International
Game Technology (IGT). Es una fabrica que estd situada en Reno, Nevada, el
estado que también cobija a la ciudad mas famosa del mundo en este rubro, Las
Vegas.

El disefiador de estas maquinas y miembro del directorio de IGT es el matematico
Anthony Baerlocher. Egresado de la Universidad de Notre Dame, Baerlocher tiene
un objetivo claro: “El programa tiene que ser tan bueno que permita que los casinos
ganen dinero SIEMPRE, pero de tal forma que los clientes ganen las suficientes
veces también de manera tal de que sigan jugando o vuelvan al dia siguiente”. No
es una tarea facil.

Los casinos funcionan “creyendo en la ley de los grandes nimeros”.** Baerlocher!*
explica: “En lugar de tener una maquina, los casinos quieren miles, porque saben

gue cuanto mas grande sea el volumen jugado, aunque alguna de las maquinas

3 En la Teoria de Probabilidades, el teorema que se conoce como “La ley de los grandes nimeros” es el que
establece que si uno repite un evento un nimero grande de veces (por ejemplo, tirar una moneda millones de
veces) los resultados a obtenerse son los esperables (mitad cara y mitad ceca en el caso de las monedas). Es uno
de los resultados mas importantes de la teoria.

4 parte de los datos de este capitulo asi como las declaraciones de Baerlocher estdn extractados del ultimo libro de
Alex Bellos Here's Looking at Euclid, de reciente publicacion. Para todos aquellos interesados en temas de matematica
recreativa es una referencia ineludible.
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pierda mucho, el total (de maquinas) tiene una probabilidad muy grande de ganar.
IGT produce aparatos disefados de forma tal que la ganancia esta garantizada con
un error del 0,5% después de i10 (diez) millones de jugadas! Por ejemplo, en el
casino de Peppermill (también ubicado en Reno), cada maquina produce 2.000
jugadas por dia. Como ellos tienen cerca de 2.000 traga- monedas, eso significa
que llegan a 4 millones de jugadas por dia, y, por lo tanto, en dos dias y medio
llegan a las 10 millones que necesitan para tener la garantia de que tendran su
ganancia con un error del 0,5%. Si la apuesta promedio es de un délar y el
porcentaje de ganancia estda estipulado en un 5%, diez millones de jugadas
significan 500.000 ddlares para el casino, con un error potencial de 50.000 ddlares
cada 60 horas. Estos numeros explican el negocio y por qué los casinos tienden a
tener cada vez mas de estas maquinas”.

El desafio para Baerlocher es “tocar” las probabilidades de manera tal de favorecer
a los casinos, pero sin descorazonar a los jugadores. Hasta aca, juzgando por el
desarrollo que ha tenido IGT, parece que lo ha logrado.

Moraleja: Supongo que no escribi nada nuevo, nada que no se supiera de
antemano, pero internamente creo que todos tenemos la fantasia de que podremos
—algun dia— hacer saltar la banca o disefiar una estrategia que permita ganarle al
casino. Lamento informar acad que eso es muy, muy poco probable que suceda. Casi

me atreveria a decir que la probabilidad es icero!*®

4. Apuestas en el casino

El joven entra en el casino. Lleva $ 1.000 para jugar. Un amigo le dice que tiene
una propuesta para hacerle. En lugar de apostar a la ruleta, a punto y banca o al
blackjack, le ofrece el siguiente acuerdo: tirar una moneda 100 veces. Cada vez que
lo hace tiene que arriesgar la mitad del dinero que tiene. Si acierta, gana la
cantidad que apostd. Si pierde, lo mismo. O sea, pierde el dinero que apostd (que
era la mitad del dinero que tenia).

Por ejemplo, al empezar a jugar tiene que apostar $ 500 porque es la mitad del
dinero que tiene. Si gana, tiene ahora $ 1.500. En cambio, si pierde, se queda con $
500.

5 Sin embargo, la gente sigue jugando. Como me dice Carlos D’Andrea, esto tiene que ver con nuestra condicion
de humanos: tenemos que creer en alguna parte que poseemos un toque especial que nos permite derrotar al azar.
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Si gana primero y pierde después, pasa a tener $ 750. éPor qué? Es que si acierta
en la primera tirada, como aposté $ 500 (de los $ 1.000 que traia) pasa a tener $
1.500. Pero como pierde en la segunda tirada, y tuvo que haber apostado $ 750

(que es la mitad de los $ 1.500 que tenia), pasa a tener

1.500 - 750 = 750

¢Y si pierde en la primera tirada y gana en la segunda? é¢Hay alguna diferencia?
Veamos. Si pierde en la primera, como aposté $ 500 y tenia $ 1.000, se queda con
$ 500. Sabemos que gana con la siguiente apuesta, pero como arriesga soélo la
mitad de lo que tiene, eso significa que gané $ 250.

En total, tiene ahora, como en el caso anterior, $ 750.

Uno tiene derecho a sospechar, entonces (aunque debera comprobarlo), que es
indiferente que gane primero y pierda después, o que pierda primero y gane
después. éSera asi? éNo le dan ganas de pensarlo a usted?

Sigo yo. Quiero proponerle lo siguiente, que situa el problema en otro lugar. Cada
vez que gana, agrega al dinero que tenia, una mitad mas.

Esto es equivalente a decir que si tenia (digamos) X pesos, ahora pasa a tener
X+ (1/2) X
O sea,
X+ (1/2) X = (3/2) X
Es posible pensar, entonces, que cada vez que gana, multiplica la cantidad que
tenia por el numero (3/2).
De la misma forma, cada vez que pierde pasa a tener

X - (1/2) X = (1/2) X

O sea, si pierde, es como si multiplicara el dinero que tenia por (1/2).
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Por lo tanto, ganar primero y perder después significa multiplicar primero por (3/2)
y luego por (1/2). Si su suerte es exactamente al revés, y pierde primero y gana
después, es como multiplicar primero por (1/2) y luego, al resultado, multiplicarlo
por (3/2). Obviamente, obtiene lo mismo.

¢Qué se deduce de todo esto? Que si tirara la moneda muchas veces, para saber
cuanto dinero va a tener al final, todo lo que tiene que hacer es multiplicar el dinero
que trajo por (3/2) tantas veces como acertd, y multiplicar por (1/2) tantas veces
como perdio.

Por ejemplo, si tiraron la moneda 5 veces y gand 4 y perdidé 1, entonces, lo que

tiene que hacer es:

(3/2) x (3/2) x (3/2) x (3/2) x (1/2) = 81/32

y este niumero (81/32) es aproximadamente igual a 2,53.

Por lo tanto, si tiene la suerte de ganar cuatro veces de las cinco que tiraron la

moneda, se iria ganador con mas de dos veces y media el capital que traia (mas de

$ 2.530 para quien arrancé con $ 1.000).

Ahora, tengo algunas preguntas para hacer. Aca van:

1. Si el amigo le dice que van a tirar la moneda 10 veces y que el que trajo el
dinero va a ganar 7 de las 10 veces, ¢éle conviene aceptar?

2. ¢Y sidelas 10 va a ganar 6, acepta o no acepta?

3. Mas aun, si tiran la moneda 100 veces y el que lleva el dinero va a ganar 55 y
pierde 45, {acepta 0 nho acepta?

4. En todo caso, écuantas de las 100 veces puede tolerar perder sin comprometer
su patrimonio? Es decir, écuantas veces se puede dar el lujo de perder (de las

100) sin salir perdiendo dinero cuando terminen de arrojar la moneda?

Solucién a “Apuestas en el casino”

Cada vez que el sefnor acierta con el resultado (cara o ceca), multiplica su capital
por (3/2). Cada vez que pierde, divide su capital por la mitad, o sea, es como si lo
multiplicara por (1/2).

Se trata, entonces, de contar cuantas veces acertd y cuantas erro.
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Si de las 10 veces, acierta 6 y erra 4, lo que uno tiene que calcular es:

(3/2) x (3/2) x (3/2) x (3/2) x (3/2) x (3/2) = (3/2)¢ = 11,39 (aprox.)

y por otro lado,

(1/2) x (1/2) x (1/2) x (1/2) = (1/2)* = 0,0625 (aprox.)

Luego de multiplicar estos dos nimeros entre si (que seria el equivalente de haber
arrojado la moneda 10 veces, con 6 resultados a favor y 4 en contra), se trata de
averiguar si el nUmero es mayor que 1 o no.

Si es mayor que 1, eso significa que el sefior saldra ganando después de haber
apostado las 10 veces. En cambio, si el numero por el que va a terminar
multiplicando su capital es menor que 1, entonces, el sefior saldra con menos dinero
del que ingreso.

En este caso, lo que hay que hacer entonces es multiplicar

(3/2)® x (1/2)* = (11,39) x (0,0625) = 0,71191

En consecuencia, si gana 6 y pierde 4, terminara perdiendo dinero, ya que habra
multiplicado su capital por 0,71191.

En cambio, si gana 7 y pierde 3, hay que calcular:*®

(3/2) x (3/2)*=2,135

Luego, en ese caso, el sefor se iria del casino con mas del doble del dinero que con
el que ingresé.

Falta aun contestar un par de preguntas mas.

Si arrojaran la moneda 100 veces y el que lleva el dinero gana 55 veces y pierde las
restantes 45, entonces el resultado es sorprendente. Al menos, lo fue para mi (¢lo

intentd hacer usted por su cuenta? Hagalo, vale la pena).

6 Todos los resultados que figuran son aproximaciones de dos o tres decimales.
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La cuenta que uno debe hacer es:

(3/2)% x (1/2)* = 0,000137616

Es decir, que si jugaran 100 veces, y el sefior que apuesta hubiera ganado 55 de las
100 tiradas, al finalizar el proceso tendria casi una diezmilésima parte de lo que
traia; o sea, un poco mas de 10 centavos (mas precisamente 13,76 centavos).

Eso contesta la pregunta 3. Si ahora uno quiere saber cuantas veces podria
permitirse el lujo de perder (de las 100 tiradas) para no perder dinero, se trata de

encontrar la primera combinacidén de niumeros m y n, de manera tal que
(3/2)™ x (1/2)"
sea un numero mayor que 1, y
(m+n) =100
Para eso, hace falta tener una calculadora a mano. Yo pongo aca el resultado, pero

vale la pena que usted confronte lo que va a leer con la realidad.

En todo caso, si uno calcula:!’

7 El primer quiebre se produce cuando la cantidad de aciertos es 63 y de desaciertos es 37. Sin embargo, sin
recurrir a una computadora y tener que revisar todos los nimeros, la manera de resolverlo es plantear que uno
quiere encontrar el nimero n, tal que

(3/2)" x (1/2)100m > 1

Y para calcular este nimero n, uno calcula el logaritmo de los nimeros involucrados, y lo que tiene que descubrir es
cual es el n que resuelve esta ecuacion:

In ((3/2)" x (1/2)1%9My = n x In (3/2) + (100-n) x In (1/2) (*)
Lo que uno quiere es ver cuando este numero es mayor que el In (1) = 0. O sea, se trata de calcular cual es el
primer nimero natural n que hace que el niumero (*) sea positivo.
En ese caso,
nxIn (3/2) + (100-n) x In (1/2) = n x (In(3) - In(2)) + (100-n) (In(1) - In(2))
y usando que In(3) = 1,0986 , In (2) = 0,6931) y In (1) = 0, se tiene:
n x (1,0986) - 100 (0,6931) > 0 si y sélo sin > 100 x (0,6931)/(1,0986) = 63,09
En consecuencia, hace falta que el apostador acierte por lo menos 64 veces para poder irse del juego ganando

dinero.
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(3/2)% x (1/2)% = 2,708698927

(3/2)%3 x (1/2)¥ = 0,902899

uno descubre que el sefior que apuesta puede perder hasta 36 veces (y ganar las
otras 64, claro estd) y en ese caso, casi triplicard su capital. Pero si en lugar de
perder 36 veces, pierde 37, entonces ya se ird del juego con apenas un poco mas

del 90% del dinero con el que entré.

5. La matematica en Finlandia

Todos los afos, inexorablemente, hay un momento en el que los medios de
comunicacién entran en una suerte de estado de panico con respecto a la
matematica. Por supuesto, dura un par de dias, nada mas, y suele coincidir con el
momento en que se conocen los resultados de las estimaciones anuales que se
hacen sobre el nivel de la matematica en el pais.

Ignoro la razén, pero en la Argentina el lugar de donde suelen provenir estos datos
esta situado en La Plata. No sé bien por qué, pero histéricamente pareciera que los
problemas se concentraran alli.

Los diarios nacionales “levantan” la noticia, los programas de noticias de la mayoria
de las radios azotan durante todo el dia con los resultados, los noticieros de
television amplifican todo un poco mas, un montdn de supuestos expertos somos
consultados sobre digame qué pasa, o por qué pasa, cada uno de nosotros da una
opinion que cree diferente y que puede colaborar, y ihasta el afo que viene!
Algunos se rasgan las vestiduras un poco mas, ministros de educacién de diferentes
provincias tienen reuniones con sus asistentes mas cercanos, vuelan las fotocopias
de los diarios reproduciendo los numeros del desastre, las convocatorias urgentes
para entender el tema con los gabinetes psicopedagdgicos, los asistentes mas
encumbrados, la matematica moderna, la antigua, las computadoras en el aula,
etcétera, etcétera.

Y ni qué hablar cuando el pais compite con estudiantes de otros paises: pareciera

que los argentinos no supiéramos leer, ni escribir ni hacer cuentas elementales.
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Aparecemos abrumados por lo bien que les va a todos los otros paises vy
acurrucados en un rincén ante la comparacion que siempre nos resulta adversa, aun
con naciones menores, pequefas, que parecieran enrostrarnos nuestras
incapacidades.
¢Y entonces? Como esto sucede inexorablemente todos los afos, quiero reproducir
algunos datos que me resultaron interesantes. Quizas a usted también. Sigame por
aca.
Hay un programa internacional llamado PISA!® que evalla las capacidades de
alumnos de 30 paises.'® Se inici6 en el afio 2000 y se hace cada tres afios. Primero
correspondié a lectura, en el 2003 a matematica, y en el 2006 a ciencia en general.
En el 2009 se repitid la experiencia con lectura, y asi continuarad con el de
matematica en el 2012. El andlisis de los resultados lleva aproximadamente un ano
y medio y son consideradas las estadisticas mas importantes y respetadas del
mundo. En promedio, se evaluaron 275.000 alumnos de entre 15 y 16 afnos.
Dicho esto, quiero comentar algunos de los resultados y luego la/lo invito a algunas
reflexiones.
* Hay seis paises que estan constantemente entre los 10 primeros: Finlandia,
Canad3, Japon, Holanda, Australia y Nueva Zelanda.?®

. De los paises que participaron en la evaluacién sobre matematica en el

ano 2003, Estados Unidos aparecié en el lugar 23. En el 2006 ocupod el lugar

21 en ciencia y 28 en lectura y resolucién de problemas en el 2009.

. Y solamente el 1% de de esos alumnos estadounidenses entre los

jovenes de 15 afios demostré que podia competir al mas alto nivel, y fue

superado por 27 paises en todos los otros niveles en que fueron evaluados.

8 PISA es la sigla de un programa internacional: Programme for International Student Assessment (Programa
Internacional para la Evaluacién del Estudiante, o algo asi). Este programa lo lleva adelante la Organizacion para la
Cooperacion Econdmica y Desarrollo (OECD, Organization for Economic Cooperation).

% En el 2003, los paises participantes en matematica fueron: Alemania, Australia, Austria, Bélgica, Canada, Corea
del Sur, Dinamarca, Eslovaquia, Espafia, Estados Unidos, Finlandia, Francia, Grecia, Holanda, Hungria, Irlanda,
Islandia, Italia, Japdn, Luxemburgo, México, Noruega, Nueva Zelanda, Polonia, Portugal, Republica Checa, Suecia,
Suiza y Turquia.

20 singapur, que también tiene un programa de matematica de alto vuelo en todo el pais, no participd. El orden de
los paises en el afio 2003 fue: Finlandia, Corea del Sur, Holanda, Japén, Canada, Bélgica, Suiza, Australia, Nueva
Zelanda, Republica Checa, Islandia, Dinamarca, Francia, Suecia, Austria, Alemania, Irlanda, Eslovaquia, Noruega,
Luxemburgo, Polonia, Hungria, Espafia, Estados Unidos, Italia, Portugal, Grecia, Turquia, México.
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Destaco los resultados obtenidos por los alumnos estadounidenses por dos razones:
es el pais mas grande en numero de habitantes de los que participa y porque en
Argentina tenemos la tendencia de compararnos constantemente con todo lo que se
hace alla.

Ahora, el caso que mas me importa compartir con usted. Finlandia es un pequeno
pais en Europa (su superficie es de apenas el doble en tamafio que Uruguay). Viven
alli alrededor de 5.400.000 personas (versus 3.700.000 uruguayos).

Sin embargo, no importa cual sea el método utilizado para medir el nivel de sus
estudiantes, junto con Singapur ocupan sistematicamente los dos primeros lugares.
Naturalmente, los otros paises (a quienes les interesa la educacidon) quieren saber
por qué. ¢Qué hacen los finlandeses de diferente? Acda, algunas respuestas.

e Ser maestro en Finlandia no es un trabajo, es una profesién.

e De acuerdo con la ultima encuesta nacional, no es una profesion cualquiera,
sino que estd entre las tres mas respetadas y es la primera a la que aspira
cualquier joven.

e Para alcanzar esa posicion dentro del pais el recorrido de un aspirante es
equivalente al de terminar una carrera universitaria para nosotros.

e De la misma forma que un médico necesita(ria) de una actualizacién
constante, lo mismo sucede con los maestros alli: se los entrena y monitorea
su evolucidon. Sus propios pares evallan si esta en condiciones de continuar
en la profesion, tal como sucede en los concursos de renovacién de
profesores universitarios en la UBA.

e Saber ensefiar es una cualidad imprescindible. Y hay que demostrarlo.

Y dejé para el final lo que imagino que usted estd pensando: los maestros tienen
una de las profesiones mejor remuneradas en el pais, equivalente a la de un
ingeniero o un médico.

Varios paises del mundo han convocado a quienes lideran los programas tanto en
Finlandia como en Singapur. Algo hacen distinto. Personalmente, no creo en las
evaluaciones o competencias entre alumnos para decidir nada. Pero no puedo
ignorar el dato. Existe. Y no es del aqui y ahora, sino que viene sucediendo desde

hace mas de una década. Lo que si me importa subrayar es que tanto en Finlandia
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como en Singapur la educacién importa. Importa a nivel estatal, gubernamental y
esta instalada en la sociedad.

Y si se trata de discutir los temas para ensefar, la idea es reducir la cantidad pero
mejorar la calidad. Cambiemos la mentalidad; histéricamente tratamos de cubrir un
kilbmetro de ancho pero con un centimetro de espesor. La propuesta es revertir
esas dimensiones. En lugar de pensar en programas que cubran 50 tdpicos, es
preferible seleccionar adecuadamente 15 y discutirlos en profundidad a lo largo del
ano. Y, por supuesto, convocar a la comunidad matematica esparcida por el pais
para que dé su opinién, pero que también tenga voto.

En todo caso, si hay algo en lo que me gustaria parecerme a Finlandia (o Singapur)
es en eso, en haber detectado que la forma de trascender como pais y defender la
independencia es a través de la educacion publica, gratuita, laica y obligatoria. Pero
también de calidad. Y para lograrlo hace falta la voluntad politica de hacer el
cambio. Para eso hace falta INVERTIR en educacién, incrementar mucho todos los
presupuestos y elaborar un plan para los préoximos cinco anos, en principio, con
miras a revertir lo que sucede hoy en la préxima década.

Pero la mejor forma de ejemplificar lo que le representd (y representa) a Finlandia
la decisién que tomd respecto de la educaciéon en general, y la matematica en
particular, es la siguiente. Intuyo que usted escuchd hablar de la firma Nokia. Le
refresco un dato: es —entre otras cosas— la mayor productora de teléfonos
celulares en el mundo. Nokia es finlandesa. Tiene 123.000 empleados distribuidos
en 120 naciones y vende sus productos en 150. En el afio 2009 declaré una
ganancia de 1.600 millones de ddlares. é¢Se imagina si Argentina pudiera proveerle
al mundo algun producto que requiriera del anadido de nuestro conocimiento y no
solamente cuero, soja, minerales y carne? Es decir, un pais que tiene la octava
parte de habitantes que nosotros es capaz de crear con su valor agregado un
producto que instala en el globo y se transforma en lider en el mercado. De eso se
trata también. Eso —su educacion— le permite a un pais instalarse en el mundo,
penetrar en los distintos mercados, hacerse competitivo, generar fuentes de trabajo
calificado, abrir fabricas y tener una sociedad educada.

Es hora de dejar de pensar siempre que el problema es la matematica o que son los

alumnos. Ninguno de los dos, la matematica que se ensefia atrasa y es aburrida. No
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es la verdadera matematica que es plastica y creativa. Y tampoco son los alumnos
los responsables de lo que nosotros hacemos con ellos. Los maestros hacen y han
hecho lo que pueden y pudieron. Pero lo que otros advirtieron es que la Unica forma
de progresar es —y lo escribo de nuevo— a través de la inversion en educacion. No
hay otra.

Quizas en ese momento, y espero que no sea en un futuro muy lejano, las noticias
que llegan de La Plata ya no sean tan catastroficas. Eso si, los medios tendran que
buscar con qué reemplazarlas. No creo que tengan problemas: siempre habra

alguien bailando por un suefo.

6. El transito y la matematica

Cualquiera que viva en una gran ciudad de la Argentina va a entender esto: el
transito esta transformandose cada vez mas en una gran aventura.

Cruzar las calles obliga a un constante gesto de audacia.

Manejar, también.

Ahora bien, épor qué sucede que en algunos paises el transito es mas ordenado vy
en otros es mas caodtico?

Yo sé que la respuesta que surge inmediatamente es la de la educacion. Y es
natural que asi sea. Ser peatdén en Suiza no es lo mismo que en Cérdoba o en
Buenos Aires. Y manejar en Munich involucra muchisimos menos riesgos que en
Rosario o en Tucuman. Pero también es cierto que el respeto que existe por el otro
en cada una de las ciudades europeas es diferente del que existe en nuestro pais.
Me quiero ocupar especificamente del transito vehicular. Y lo quiero hacer desde dos
perspectivas diferentes: desde la del conductor del vehiculo y desde la del
planificador, o sea, desde aquel que quiere organizar y poner las reglas para que
manejar no se transforme en un acto que orilla entre el homicidio y el suicidio.

La matematica puede servir para mejorar las condiciones de vida de la sociedad,
mientras nos educamos y aprendemos a ser mas solidarios y respetuosos con el
otro. La idea es entonces “modelar” el problema y tratarlo con las herramientas
adecuadas. Pongamonos de acuerdo en lo siguiente. El transito de vehiculos seria
ideal, si le permitiese al conductor llegar a destino:

1. En el menor tiempo posible.
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2. Con el menor riesgo posible.
3. Minimizando el costo (teniendo en cuenta combustible, peaje,
infracciones y demas).

4, Sin estresarse.

Obviamente, entre el transito ideal y el real hay grandes diferencias. El que conduce
no estd solo; maneja con otros a su alrededor. Por lo tanto, si cada uno de ellos
intenta optimizar los cuatro puntos, eso va a terminar afectando las condiciones de
los otros. Es decir, algunos de los puntos se ponen en tension.

Por ejemplo, uno puede llegar a su destino mas rapidamente (optimizando el primer
punto), pero para hacerlo tiene que ir por una autopista en lugar de por calles
internas y eso empeora el punto 3. O, en cambio, puede optar por ir por un camino
mas largo pero mas seguro, por lo que esta privilegiando los puntos 2 y 4, pero
empeora los puntos 1 y 3, porque tarda mas y consume mas combustible (ver
figura siguiente).

Pero, ademas de elegir el camino, el conductor toma un gran nimero de decisiones
en muy poco tiempo. Por ejemplo, cuando el seméaforo se pone en amarillo, éfrena o
acelera?, éesquiva el pozo o lo pasa por arriba?, {pone la sefial de giro para pasar
de carril o no?, érespeta el carril? Si alguien pone la luz de guifio para doblar
delante de él, ¢{desacelera para dejarlo pasar o acelera para que no le gane?, émira
para adelante o por el espejo retrovisor o al tablero o a la persona que viene en el

asiento del acompafante?
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Cumplen las reglas  [Fradae llegan
ripidamente con
bajo nivel d‘f Yo Todos llegamos
estrés y bajo ego mds rapidamente con
Ticsgo dpidamente, bajo nivel de
quizi con algo estrés y bajo riesgo
mas de estrés y
autopercepeidn de
La decision bajo riesgo
dela maynria Todos nos demoramos,
tenemos alvo nivel

de estrés y
COrremos

Todos nos demoramos,
tenemos alto nivel de i
estrés y cu{'remus riesgos Yo
muchos riesgos me demoro
ain mas que
el promedio

Mo cumplen las reglas
No cumplo las reglas Cumplo las reglas

Mi decision

Como se ve, hay muchisimas variables que pasan inadvertidas porque terminan
siendo decisiones casi inconscientes, se toman automaticamente. La matematica
permite predecir cdmo se va a comportar el transito. Si, aunque suene antiintuitivo
es posible construir un “modelo” que replique la realidad en forma tan aproximada
que uno pueda sacar conclusiones sobre lo que va a pasar antes de que suceda.
Uno, en tanto que conductor, cree que hace lo que quiere. Hasta cierto punto, eso
es cierto. Pero el transito y el flujo vehicular toman decisiones por uno sin que sean
advertidas por el que maneja.

En general, la rama de la matematica conocida con el nombre de “Teoria de Juegos”
sirve para entender un poco mas el problema. En realidad, como casi todos los
paises tienen reglas de transito bastante desarrolladas, el grado de cumplimiento de
esas reglas es lo que varia y lo que genera diversos conflictos que podrian ser
superados si la cultura fuera diferente. Incluso dentro de un propio pais, habitantes
de distintas ciudades respetan las reglas en forma diversa.

Por ejemplo, en una cultura en la que hay un alto nivel de acatamiento, en general
el promedio de los conductores llega mas rapidamente a destino, lo hace con menos
estrés y con mucho menos riesgo de accidentes. Estas situaciones se llaman de

colaboracion.
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Por supuesto, lo inverso sucede en culturas con bajo grado de acatamiento, es
decir, en situaciones de no colaboracién.

La pregunta que cada conductor se hace —consciente o inconscientemente— es
“écudl va a ser mi grado de acatamiento de las reglas de transito?”. De las
respuestas que se obtengan, y de la matematica, dependerd la elaboracion de un
plan de transito.

Lo invito a pensar, entonces, en dos situaciones posibles. En la Argentina, donde el
nivel de acatamiento a las reglas de transito es en general muy bajo, como
conductor uno tiene dos opciones:

e Usted puede hacer como todos los demas, o sea, no cumplir las reglas y, por
lo tanto, demorar en llegar a destino, hacerlo estresado y con alto riesgo de
accidentes.

e bien, usted puede cumplir con las reglas, pero el grado de estrés puede
incluso aumentar (por el fastidio que le genera ver lo que hacen todos los
demas) y, ademas, posiblemente también termine demorando mas en llegar

a su destino.

Ante esta disyuntiva, la mayoria de la gente se contagia de la cultura local y deja de
cumplir la mayoria de las reglas.
¢Qué sucede en otras culturas? Suponga ahora que usted estd en Suecia o en
Alemania, en donde hay un alto nivel de acatamiento a las reglas de transito. Uno
también tiene dos opciones (como conductor).
e Se alinea con lo que ve y cumple con las reglas, en cuyo caso tiene el mismo
beneficio que los otros que estan al volante.
e bien decide no cumplir con algunas reglas para aprovecharse de esa cultura y
asi llegar mas rapidamente que todos los demas, quizads con un poco mas de
estrés, y seguramente con una percepcion de que no incrementé mucho mas

Su riesgo.
En principio, pareceria que la segunda opcién, en la que uno se aprovecha del

sistema, es la mejor, ya que uno tiene todos los beneficios como si hubiera

respetado las leyes y, encima, llega antes.
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Pero el problema reside en que si todos llegan a la misma conclusién que usted y
deciden no cumplir con las reglas, entonces uno ha logrado cambiar la cultura y
termina en el peor de los escenarios. Aunque no lo parezca, alcanza con que entre
el 5 y el 20 por ciento deje de cumplir las leyes para que la cultura cambie
drasticamente de una situacion de colaboracién a una de no colaboracién.
Y una vez que se rompe la cultura de la colaboracién es muy dificil restituirla, ya
que los que cumplen se ven perjudicados por cumplir y no tienen el incentivo para
seguir respetando las reglas por miedo a que los demas se aprovechen de ellos.
Entonces, todo sigue igual: mal.
Con modelos muy similares al que acabo de describir para el transito, se pueden
entender dindmicas de colaboracién y no colaboracidén en el pago de impuestos, en
la corrupcién, en el trabajo en equipo en empresas y en muchos otros ambitos
sociales.
Por otro lado, la matematica es también esencial para poder disenar y planificar el
transito en una ciudad o en un pais. Por ejemplo, piense usted si tuviera que tomar
alguna de estas decisiones:

e (Sera conveniente construir una autopista?

e (Y donde poner el peaje?

e (Convendra expandir una linea de subte?

e (O incluso no seria mejor cambiar el recorrido de un colectivo?

e ¢Dénde convendria agregar semaforos?

e (Y en dénde permitiriamos estacionar y en dénde no?

e ¢Convendria construir un nuevo puente?

e ¢O modificar la velocidad maxima en una autopista?

Todas estas decisiones deberian estar basadas en poder predecir qué reacciones
producirdn una vez implementadas (mas alld de las cuestiones econdmicas que
involucran). La aspiracién es que cada cambio sea un cambio positivo, pero écémo
garantizarlo? La matematica permite modelar estos cambios, fijarse qué tipo de
reacciones se producen y evaluar si vale la pena hacerlos o no. Por supuesto,

ademas de mejorar la experiencia del transporte, se necesita evaluar otras
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variables, como el nivel de ruido, la contaminacién que se agrega, el costo de
inversidn para una obra o incluso una modificacion reglamentaria.

Y es alli donde una vez mas se hace imprescindible el uso de herramientas de
simulacion y optimizaciéon y, por supuesto, la resolucion de ecuaciones que

describen el problema. Y todo esto es hacer matematica. Una vez mas.

Nota: El doctor Gerardo Garbulsky fue quien inspird y penso esta parte del libro. Sin
él, yo no lo hubiera podido escribir. Su trabajo se vio reflejado también en la serie
“Alterados por Pi”, que se emitié por el canal Encuentro, en la que Gerardo particip6

como coautor.

7. Embustero

¢Se acuerda de la época del cuento del tio? Cuando a uno querian venderle un
buzdn, el Obelisco o un billete premiado de loteria.?! Para todos aquellos que tengan
menos de 30 afios, sugiero consultar con “el equipo”. Ahora que lo pienso me
resulta tan gracioso como tierno. ¢Se podria aplicar hoy? En fin...

Sin embargo, lo que todavia seguimos viendo es gente que vende espejitos de
colores. Embusteros. Eso. No se me ocurre una palabra mejor: embusteros,
timadores, pillos, canallas, cuenteros. Elija usted la que le parezca mas apropiada,
pero la definicion debe decir que es “una persona que quiere aprovecharse de la
buena fe de su(s) interlocutor(es)”.

Con todo, si bien hay situaciones tan obvias que impiden que uno se compre el
Obelisco, hay otras que no son tan evidentes. Y conviene estar alerta. Estoy seguro
de que la mayoria de quienes estan leyendo este texto pasaron alguna vez por una
calle en donde habia un sefior, con tres mitades de cascaras de nueces, y debajo de
una de ellas una bolita o0 una moneda, y las iba moviendo alternativamente y
preguntando “éDebajo de cudl de las tres se encuentra?”. Y recibe apuestas. Y
gana. Gana muchas mas veces que las que pierde. Y muchas de las que pierde, lo
hace a propdsito, para seducir a mas clientes.

Es por eso que hoy quiero contar una de las multiples historias que circulan. Muchas

tienen el mismo origen, y por lo tanto la misma forma de destruirles el encanto.

2! para todos aquellos a los cuales la expresidn “el cuento del tio” no les resulte familiar, les sugiero que le
pregunten a cualquier persona que tenga mas de 50 afios.
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Pero de todas formas conviene estar atento y preparado para que alguien bien
entrenado no trate de usar la matematica en su beneficio y en perjuicio de otros.
Un sefior pone tres cartas en un sombrero. Cada carta esta pintada de un solo color
por lado. Para ser mas precisos,

e una carta tiene los dos lados pintado de blanco,

e otra carta tiene un lado pintado de blanco y otro de negro,

e vV la tercera carta tiene negro de los dos lados.

Una vez puestas las cartas en el sombrero, le ofrece a quien quiera participar, que
elija una de las tres cartas y que la ponga arriba de la mesa. Supongamos que la
carta que sacé tiene el color Blanco expuesto hacia arriba, es decir, no se ve el color
que hay del otro lado.

El duefio del sombrero entonces, le dice al que retiré la carta: “Usted sabe que la
carta que eligié tiene o bien Negro o bien Blanco del otro lado”.

Es que no puede ser la carta que tenga los dos lados Negro, porque usted ya ve que
la parte que esta expuesta es de color Blanco.

Por lo tanto, es o bien la carta B/B o bien la B/N. Luego, la probabilidad de que del
otro lado haya o bien N o bien B es la misma.

“Le apuesto entonces 100 pesos a que del otro lado la carta es de color Blanco.”

La tentacion entonces es creer que lo que dijo este hombre es cierto. O sea, que las
chances de que sea Blanca o Negra del otro lado son las mismas.

Sin embargo, yo lo invito a pensar que en realidad no es asi. Es decir, la
probabilidad de que del otro lado la carta esté pintada de Blanco o de Negro no es
1/2, no es del 50%. Y preferiria no escribir inmediatamente la razén por la que no
es cierto lo que dijo.

La/lo dejo con usted mismo y vuelvo en el parrafo siguiente. No desaproveche la

oportunidad de desafiar su intuicion. Créame que vale la pena.

Solucién a “Embustero”
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Ahora sigo yo. En realidad, le sugiero que hagamos juntos un modelo®? que sirva
para representar lo que pasa con las cartas y el sombrero.

Tomemos un cubo cualquiera (como si fuera un dado pero sin los nimeros). O sea,
un cubo pero con las caras limpias. Voy a hacer lo siguiente: voy a pintar cada cara

del cubo tratando de simular lo que recién teniamos con las cartas. Sigame.

Como una de las cartas tenia las dos caras de blanco, digamos B; y B,, entonces
pinto dos caras opuestas del cubo de color Blanco.

Como la segunda carta tiene Blanco de un lado (B3) y Negro (N3) del otro, entonces
pintamos otras dos caras opuestas del cubo una de blanco y la otra de negro.

Y, finalmente, como la tercera carta tiene los dos lados pintados de Negro (N; y N>),

entonces, pinto las dos caras restantes del cubo de color negro.

22 En la edicién de Pdgina/12 del 27 de noviembre de 2008 escribi una version diferente del mismo problema y usé la
misma modelizacion. En cualquier caso, esto sirve para comprobar —una vez mas— como funciona el pensamiento
matematico. Aunque los problemas tengan enunciados diferentes, en esencia son el mismo. Y, por lo tanto, es
esperable que su solucion sea la misma también.
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¢Esta de acuerdo conmigo con esta representacién que elegi para las tres cartas?
No acepte lo que yo escribi sin debatirlo internamente hasta convencerse de que o
bien esta de acuerdo conmigo o hay algo que yo hago mal. Piénselo.

Esta modelizacién pretende transformar el problema original en uno que podamos
manejar de otra forma y quizas sirva para entenderlo mejor (al problema).

Puesto en términos del dado o del cubo, que el sehor haya elegido una carta que
tiene un lado pintado de blanco, es equivalente a haber tirado el dado y que hubiera
salido una cara pintada de blanco.

Y el duefio del sombrero dice que esta dispuesto a apostar 100 pesos a que del otro
lado del dado (en la cara opuesta) hay también una cara pintada de blanco. Y usted,
duda si le conviene aceptar o no, o si las chances son parejas o las mismas para
cada uno.

Pero fijese lo siguiente. Como el color de la cara que salid al tirar el dado fue
blanca, esto significa que pudo haber sido o bien la cara B; o B, o Bs (siguiendo los
nombres que puse mas arriba). Y aca viene lo interesante (y sorprendente al mismo
tiempo). Si la cara que salié es B; entonces del otro lado hay B,. Pero si salié By,
entonces del otro lado esta B;.

Y sdlo en el caso de que hubiera salido Bz, del otro lado esta Ns.

Es decir, que hay una sola posibilidad de que del otro lado esté la cara negra (Ns),
contra dos posibilidades de que del otro lado haya una cara blanca (o bien B; o bien
B.).

Luego, sobre tres posibilidades, el embustero tiene dos a favor y una en contra. iA
usted no le conviene jugar el juego! (salvo que esté dispuesta/o a perder dinero).
Mas aun: la probabilidad de que él gane es 2/3, y la suya es un 1/3. No juegue. Al

menos, no con estas reglas.
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Moraleja: Muchas mas veces de las que uno advierte, hay matematica
involucrada y uno no estd preparado. Uno cree que toma una buena
decisién, pero no necesariamente es asi. En particular, por ejemplo,
cuando uno compra un objeto a plazos o pide un crédito o decide
asegurar un objeto. No todos los casos son iguales, por supuesto,
pero conviene estar atento. Y educado: es lo que mas ayuda para

tomar decisiones.

8. Regresion a la media

En una época (alla lejos, en la década de 1960 y parte de la de 1970), la revista
deportiva El Gréafico era importante. Todavia era una revista seria. Es decir, todos
los que fuimos nifnos/adolescentes en ese momento esperabamos su aparicion como
si fuera la Biblia en fasciculos coleccionables: religiosamente, todos los lunes por la
noche, cerca de las siete y media, aparecia el camion que repartia (entre otras
cosas) nada menos que El Grafico. Hoy, obviamente, ya no queda nada de eso. Pero
la referencia que quiero hacer es que en aquella época se decia que los que salian
en la tapa de la revista, quedaban “enyetados”. Era como someterse a una suerte
de maleficio. Segun esta idea, el orgullo que le representaba al atleta aparecer en la
portada se desvaneceria abruptamente y lo mas probable es que se produjera una
fuerte y sensible baja en su produccidn.

Todo esto, naturalmente, formaba parte de una fértil imaginacion, causada por la
avidez por creer en semejantes estupideces. Pero con el tiempo descubri que hay
otros paises en donde sucedia (y sucede) un fendmeno similar. El equivalente de
nuestro El Grafico en Estados Unidos es la revista Sports lllustrated (“Deporte
Ilustrado”). Un par de semanas atras lei en varios lugares que lo mismo que se
decia en la Argentina, también se decia alld. Mas aln, hay una pdagina en Internet,?3
que recolecta datos para reafirmar el argumento.

Ahora bien, épor qué hacer una comparacion entre estas revistas? ¢Por qué habria

de suceder en la Argentina y en los Estados Unidos un fendmeno similar? éSe puede

23 La pagina en Wikipedia es http://en.wikipedia.org/wiki/Sports_Illustrated_Cover_Jinx.
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—acaso— encontrar una explicacion? Mas aun, étiene la matematica algo para decir
de todo esto?

En el afio 1886 el cientifico inglés sir Francis Galton publicdé un articulo fundacional:
“Regression towards mediocrity in hereditary stature” (algo asi como “Regresion a
la media en la estatura heredada”). Mas alla del titulo pomposo, lo que el cientifico
hizo fue poner a prueba una hipédtesis: el hecho de que una pareja de padres fueran
mas altos que la estatura media no era una condicion que heredarian
inexorablemente sus hijos. Y lo mismo del otro lado: hijos de padres de alturas por
debajo de las normales, tenderian a ser mas altos que sus progenitores.

Tomando una muestra de 205 parejas de padres y sus 928 hijos, Galton comprobd
que cuando la altura promedio de los padres era mayor que la de la poblacidn
media, sus hijos tendian a ser mas bajos que sus padres. Y de la misma forma
cuando la altura promedio de los padres era menor que los de la media de la
poblacidn, los hijos tendian a ser mas altos.

Mas aln: con el paso del tiempo, y de sucesivas generaciones, todo tiende a
normalizarse. Esto se conoce con el nombre de “Regresién a la media”.

Ya voy a volver a la interpretacion que se puede hacer de los que salian en las tapas
de las dos revistas (El Grafico y Sports lllustrated). Primero quiero poner un par de
ejemplos mas.

Cuando aparece un tratamiento nuevo o una nueva droga para tratar alguna
enfermedad, muchos médicos tienden a probarla con sus pacientes mas enfermos.
Lo que suele suceder — en general— es que se produce una reaccién muy favorable
en estas personas. Pero el cuidado que hay que tener es que la “regresién a la
media” suele infectar las conclusiones. Es decir, puede que la droga haya tenido el
efecto que se esperaba, pero no es posible descartar que esos mismos pacientes
hubieran mejorado independientemente de su aplicacidon por el simple hecho de la
regresion a la media. En todo caso, lo que estoy diciendo es que antes de sacar
conclusiones conviene tener en cuenta este hecho estadistico.

Otro ejemplo muy utilizado es el siguiente. Cuando se incrementan los accidentes
de transito, digamos en una ruta muy transitada, suelen producirse cambios en las
politicas preventivas: reduccidon de la velocidad maxima, utilizacion de cinturones de

seguridad, instalacion de camaras para perseguir a los infractores y demas. Pasado
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un tiempo, se advierte que efectivamente los siniestros disminuyen y, por lo tanto,
las autoridades o autores intelectuales de todas las medidas hablan del efecto que
tuvieron en reducir los accidentes. Por supuesto, es muy probable que hayan tenido
incidencia, pero lo que no puede descartarse para sacar cualquier conclusién es, una
vez mas, la regresion a la media. No incluir este factor en cualquier analisis es hacer
una interpretacién tendenciosa de la nueva realidad.

De la misma forma, cuando un nifio obtiene resultados muy pobres en sus pruebas
en el colegio y sus padres lo castigan o reprenden y se ve una mejora, adjudicar
este incremento en la produccion al método usado es sacar una conclusion
posiblemente equivocada. En la sucesion histérica, el nifio volvera a producir lo que
hizo en promedio. De la misma forma, si obtiene notas que estan por encima de lo
gue obtenia siempre es muy posible que en pruebas posteriores decrezca su
prestacion. Concluir que ahora ya se durmid en los laureles, o que ya no se dedica
tanto como antes, es también potencialmente equivocado.

Lo que lleva histéricamente a atletas de todos los paises a aparecer en la tapa de
las revistas mas famosas son producciones que superan la media, no sélo la media
general, sino la de ellos mismos. Solamente un grupo muy, muy reducido puede
mantener ese nivel. Lo mas probable es que vuelva a la normalidad, o sea, que se
produzca una regresién a la media. En lugar de entenderlo asi, es mas facil decir
gue salir en la tapa trae mala suerte. Quizas sea asi, no lo sé.

Pero lo que si sé, es que no tener la informacién suficiente ni estar preparado para
interpretar la realidad ya no es adjudicable al azar, sino a la falta de educacion. Y de

€s0, somos responsables todos.

9. El problema del basquetbol en Sausalito, con Alicia, Peter Winkler y
Ginobili**

Sausalito es un pequefo pueblo en California. El primero que aparece ni bien uno
deja San Francisco y cruza el imponente puente conocido con el hombre de Golden
Gate. Pintado de rojo, supuestamente para disuadir a potenciales suicidas que se
imaginan saltando desde alli, ofrece otra curiosidad: siempre estd siendo pintado,

desde una punta hasta la otra. Ni bien los pintores terminan con su trabajo en un

24 Aclaracién: Alicia es Alicia Dickenstein, relevante matematica argentina, y Gindbili es Emanuel Gindbili, el mejor
jugador de basquetbol argentino de la historia y uno de los mejores del mundo durante esta parte del siglo XXI.
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extremo del puente, inmediatamente comienzan con la pintura desde el otro lado.
Es decir, es un trabajo infinito.

Pero vuelvo a Sausalito. Una tarde de verano, nos sentamos a tomar un café frente
del océano. La vista era impecable, pero como habia un poco de viento, Alicia me
propuso que entraramos en un barcito, mas tipico de los lugares europeos. Jugo de
naranjas mediante, sacd un anotador y me conté un problema que habia escuchado
de parte de Peter Winkler (matematico norteamericano). Me dijo que seria
interesante pensarlo e incluirlo eventualmente en alguna competencia de
matematica.

Secretamente, yo tenia la expectativa de que sirviera para alguna columna de
Pagina/12 o alguno de mis libros. Y asi fue.

Pero antes del planteo, quiero hacer una breve observaciéon sobre basquetbol. Si,
basquetbol. No se asuste, no hay que saber nada de deporte (si es que a usted no
le interesa), solamente hay que tener buena predisposicion para entender algo muy
sencillo. Aca va.

En la medida que un jugador de basquetbol compite en la NBA (la liga profesional
de los Estados Unidos) se llevan estadisticas de sus logros. Por ejemplo, se
contabiliza cuantas veces tira al aro y cuantas veces emboca de las que tira, qué
porcentaje de tiros libres convierte de los que ejecuta, cuantos rebotes consigue por
partido, entre otros. Pero no se deje intimidar por esto. Es sélo un comentario para
ilustrar lo que sigue.

Supongamos que un jugador al comienzo de una nueva temporada lleva en su
carrera un porcentaje de aciertos de los tiros libres que ejecuta INFERIOR al 80%.
No importa cuanto, pero lo que si se sabe es que es inferior a ocho de diez. Ese
afno, el jugador convierte mas que su promedio habitual, y al terminar la
competencia supera ese 80%. Es decir, ahora, en su carrera, convirti6 mas de ocho
tiro libros cada diez que ejecuto.

La pregunta es: é¢Hay alguin momento en el afio en el que el jugador convirtid
EXACTAMENTE el 80% de los tiros libres?

Lea bien lo que dice mas arriba. Se trata de averiguar si el jugador tuvo que estar
exactamente en el 80% de aciertos, o si pudo pasar de menos del 80% a mas del

80% sin haberse detenido exactamente en el 80%.
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Por ejemplo, si antes de un partido habia convertido en su carrera 78 de los 98 tiros
libres que tomd, el porcentaje de aciertos se calcula dividiendo 78 por 98, y eso
resulta 0,7959... o sea, mas de un 79,59% de ese tipo de tiros. Supongamos que
en el partido emboca los ocho tiros libres que toma, la estadistica cambia. Ahora,
embocod (78 + 8) = 86 tiros de los (98 + 8) = 106 que tird. Para calcular el
porcentaje, dividimos 86 por 106, se obtiene 0,8113207... o sea, mas de un
81,13%.

Como se ve, pasd de mas de un 79,59% a mas del 81,13%. De ahi, que tenga
sentido la pregunta: ¢éhubo algin momento del partido en el que pasé EXACTAMENTE
por 80%7?2°

Mi primera reaccion ante el problema que me planted Alicia fue equivocada. éNo le
dan ganas de pensar si es algo que siempre tiene que pasar? {0 puede que no?

Ahora le toca a usted.

Solucidén a “El problema del basquetbol en Sausalito...”

Mi primera reaccion fue decir que no, que no necesariamente tiene que ser cierto. Y
me embarqué en tratar de construir un ejemplo. Es decir: yo sabia que en algunos
casos (como el que escribi mas arriba) luego de tirar (y embocar) dos tiros mas,
pasé de 78 a 80 tiros convertidos y de 98 a 100 ejecutados. Justo ahi se ve que 80
dividido 100 es exactamente 80%. O sea, en ese ejemplo se ve que es cierto. Pero,
ésera verdad que siempre tiene que pasar, sin que importe el caso que uno
considere?

Y la respuesta es que si. Acompaneme y hagamos el razonamiento juntos.

Para eso, le propongo que supongamos que hay algunos casos en los cuales eso no
sucede. Es decir, que uno deberia ser capaz de construir un ejemplo, en donde el
jugador pueda pasar efectivamente de menos del 80% a mas del 80% sin haber
estado EXACTAMENTE en el 80% en ningin momento.

Sigame ahora con este argumento. Si pasé de menos del 80% a mas del 80% sin
haber estado en el 80%, eso significa que en algun momento de ese partido
hipotético estuvo justo antes de ese 80%, y ni bien convirtié el siguiente tiro, pasé

a mas del 80%.

%5 En este caso, luego de embocar los dos primeros tiros libres que ejecutd, pasé de 78 a 80 convertidos, sobre 100
que tomo. Luego, en ese momento estuvo en el 80%.
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Luego, llamo A a los tiros que habia embocado hasta alli, y B a los tiros que habia
convertido.
Pero entonces, sabemos que

A/B < 8/10 (*)
pero que ni bien tira (y convierte) el préximo tiro,

(A+1)/(B+1)>8/10 (**)
Todo esto, se puede resumir asi:
A/B<8/10 < (A+ 1)/(B+ 1) (***)
Luego de la desigualdad (*) se tiene:
10xA <8xB ("

y de la segunda parte de la desigualdad (* * *), se sigue que:

8x(B+1)<10x(A+1)

8xB+8<10xA+ 10 (AA)

Ahora, de acuerdo con (A), uno sabe que

10xA<8xB

y si lo reemplazo en (AA), se obtiene esta desigualdad:

10XxA+8<8xB+8<10xA+ 10 (AAA)

Y esto ultimo es decisivo, porque si uno se fija en (AAA), advierte que el nUmero

57 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

8xB+8

esta entre

(10xA+8)y (10x A + 10).
Luego, no le queda mas remedio que ser
(10xA+9)
O sea, uno deduce que son iguales estos dos niumeros:
8xB+8=10xA+9
¢Puede ser posible esto? La respuesta es que no. Esto no es posible porque el

numero de la izquierda es un numero par, y el de la derecha es un niumero impar. Y
eso es claramente una contradiccion.

¢De dénde provino la contradiccion? Bueno, se origina en haber supuesto que se
podia pasar de un numero inferior al 80% a otro que fuera superior (a ese mismo

80%), sin haber estado en alglin momento “sentado” en 80% EXACTAMENTE.

Moraleja: Con este argumento, queda demostrado que no importa cémo un
jugador pasd de menos del 80% a mas de ese porcentaje. No importa en
cuantos partidos, en qué condiciones ni nada. Lo que uno aprende es que,
inexorablemente, tuvo que haber estado en exactamente un 80% en algun

momento de ese juego en el que pasd de un porcentaje a otro.

Otro dato curioso.
Lo interesante es que todo esto que probamos para un 80% NO ES CIERTO para
todos los porcentajes. Por ejemplo, no es cierto para el caso de un 70%.

Este ejemplo es aclaratorio en ese sentido:
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Un jugador puede pasar de 2 de 3 (un 66,66...%) a embocar 3 de 4 (o sea, un

75%). Sin embargo, en ninglin momento estuvo en un 70% exactamente.?®

10. El puente flexible

Cuenta la historia que unos ingenieros tuvieron que disefar un puente muy largo. El
problema mayor que tuvieron los impulsores de la medida fue que habia que cubrir
exactamente 20.000 metros, o sea 20 kildmetros de distancia.?’

Pero eso no era todo. La temperatura también tenia incidencia. Es que durante los
meses de verano el calor era insoportable y el material que se necesitaria para
construir el puente debia tener la flexibilidad suficiente como para tolerar las
dilataciones que habria de sufrir.

Es por eso que los técnicos propusieron la siguiente solucién: construirian el puente
(horizontal, por supuesto) en dos tramos enormes de 10.000 metros cada uno. En
la mitad, pondrian una bisagra que permitiria que las dos secciones se estirasen
hasta medio metro cada una, cosa que en los picos de calor sucederia
inexorablemente.

Dicho de otra forma, en el momento de mayor temperatura del afio, el puente se
elevaria (como se ve en la Figura 1) de la horizontal, de manera tal de ajustarse al

“estiramiento” de los dos segmentos que lo forman.

Figura 1

-

26 para aquellos interesados en avanzar un paso mas, usando un poco de aritmética y con las mismas reglas, no es
dificil demostrar que los Unicos nimeros que satisfacen esta propiedad son los que son de la forma (k-)/k Por
ejemplo, 0,8 (o sea, el equivalente en el problema al 80%) se puede escribir Como 0,8 = 4/5. En cambio, esto no
es cierto para 0,7.

27 El puente mas largo del mundo fue inaugurado por China el 1° de julio de 2011. Mide 42,5 kildmetros de largo y
fue construido a ambos lados de la bahia de Jiazhou. La obra costé 2.300 millones de délares y trabajaron 10.000
obreros durante cuatro afios.
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La pregunta que subyace aca es la siguiente: en el pico maximo de dilatacién del
material, ¢cudl serd la altura que alcanzara el puente, midiendo desde la “base”

horizontal?

Solucidén a “El puente flexible”
Por supuesto, como todo problema matematico no hay necesariamente una Unica

manera de contestar la pregunta.

De todas formas, si usdramos el teorema de Pitdgoras, uno podria calcular la
longitud o la medida de uno de los catetos C. Sabemos la medida de la hipotenusa
H (que es el segmento dilatado en medio metro), o sea, 10.000,5 metros, y la
medida de la mitad del puente sin dilatar P (ver Figura 2), o sea, de 10.000 metros.

De acuerdo con el teorema, se sabe que

C*+ P> =H?

Es decir,
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C2 + (10.000)? = (10.000,5)% Luego, como queremos calcular C,

C? = (10.000,5)? - (10.000)>C? = 100.010.000,25 - 100.000.000 C? = 10.000,25

En consecuencia, calculando la raiz cuadrada positiva de ambos lados, se tiene

C = (aprox.) iii100 metros!!!

O sea, acabamos de descubrir que, permitiéndole una dilatacion de NADA MAS que
medio metro a un puente de 10 kildmetros, la altura del puente en el momento de

mayor calor, es de i100 metros!®®

11. Como decidir educadamente

¢Se anima a tomar una decisién? Es decir, yo le voy a proponer una situacién
(ficticia, claro estd) en la que alguien tiene que decidir qué hacer y se supone que
usted sera el encargado de opinar qué camino conviene tomar.

De hecho, hay dos escuelas publicas que estdan en una misma ciudad. Todos los
nifos de la zona se distribuyen entre las dos. La comunidad, representada por los
padres de los alumnos, quiere premiar a los maestros por su esfuerzo y, si bien
quiere estimular a los dos grupos de docentes que estan en cada escuela, también
quiere destacar a aquellos que considera que hicieron mejor su tarea.

Son muchos los pardmetros que tendran en cuenta, pero lo que mas les importa a
los padres es limitar lo mas posible el nivel de desercion de los alumnos.

Pero, justamente, quieren tomar una decisién educada, basada en la mayor
cantidad de datos que puedan conseguir y no dejarse llevar por el impulso
emocional.

Acd es donde interviene usted. Haga de cuenta de que la/lo citan a usted como
consultor(a) y le piden que dé su opinidon para saber a cudl de los dos grupos

docentes es justo premiar.

28 Es una conclusion verdaderamente sorprendente. Por supuesto, este problema es inventado o imaginado. No sé
si existe algln puente en el mundo que verifique estas condiciones.
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La situacidn es la siguiente. Las dos escuelas (llamémoslas A y B, respectivamente)
estuvieron abiertas durante muchos afios. Veinte, para ser mas precisos. En el
camino, tuvieron a su cargo muchisimos nifios.

A continuacion, los datos. Ahora apareceran algunos nimeros. No se asuste. Son
solo eso, numeros. Créame que vale la pena pensar un rato el problema. Todo lo
que reflejan es la cantidad total de alumnos, de abandonos y porcentajes que
representan. Y si no tiene con qué escribir o en dénde, abajo hay un par de tablas
que resumen todo.

A la escuela A concurrieron en total 10.500 nifnos. De ese total, 315 abandonaron
antes de graduarse. Es decir, el 3% de los alumnos.

Por su parte, a la escuela B, que es un poco mas chica en tamafo, asistieron 4.000
nifos, de los cuales abandonaron 80. Es decir, el 2%.

Con esta informacién, parece que esta todo claro, éno? El reconocimiento mayor lo
tendria la escuela B porque, si bien alli hubo menos alumnos, la tasa de desercion
fue mucho mas baja: el 2% contra el 3% de la escuela A.

Cuando ya estaba todo preparado para comunicar la decisiéon, aparecido una nueva
informacién que no habia sido considerada y que quiero poner a disposiciéon de
usted para saber si lo que usted estaba pensando hasta aca sigue en pie.

Los nuevos datos dicen lo siguiente:

En la escuela A, los 10.500 alumnos se dividieron entre 3.000 varones y 7.500
mujeres.

De los 3.000 varones, solamente 30 no terminaron el colegio.

O sea, el 1%

De las 7.500 mujeres, 285 no se graduaron (el 3,8%) Y en la escuela B, los 4.000
alumnos se dividieron entre 3.000 varones y 1.000 mujeres. De los varones,
solamente 40 no terminaron sus estudios (el 1,33%) y las mujeres que
abandonaron fueron también 40, o sea, el 4%.

Para resumir, vea las dos tablas que figuran aca abajo.

Con los datos iniciales, uno tiene un cuadro asi:
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Toral Deserciones :
Porcentaje
alumnos Total
Escuela A 10,500 315 3%
Escuela B 4,000 80 2%

Con los datos adicionales, se tiene este cuadro:

Varones | Mujeres | Porcentaje | Porcentaje
Muje- ue ue de varones | de mujeres
Varones ) Total 9 9 J
res abando- | abando- | que aban- | que aban-
naron naromn donaron donaron
Escuela . - .
A 3000 7.500 10,500 30 285 1%a 3,8%
Escuela )
B 3.000 1.000 4,000 40 40 1,33% 4%

¢Y ahora? Aunque parezca una sopa de numeros y porcentajes, le sugiero que
revise las dos tablas con cuidado y repiense lo que habia concluido antes.

Antes de contar con estos datos parecia obvio que la escuela B merecia el
reconocimiento teniendo en cuenta que tenia un 2% de desercién y la escuela A, un
3%.

Sin embargo, después de ver los ultimos numeros, si uno compara en forma
separada las deserciones por sexo, los varones de la escuela A abandonaron menos
(1% vs. 1,33%) que la escuela B, y lo mismo sucedié con las mujeres (3,8% vs.
4%).

Y la matematica muestra como a pesar de que en cada categoria a la escuela A le
va mejor que a la B, en los totales es al revés.

Casos como éste, que la matematica exhibe con simpleza y contundencia, invitan a
pensar que no siempre es sencillo tomar decisiones basadas en pocos datos, y que
casos sensibles pueden devenir en verdaderas injusticias. Y muchas veces también

las estadisticas pueden ser manipuladas, si no son examinadas con cuidado.
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Para terminar, si dependiera de mi, o si yo fuera el consultado por los padres, me
declararia incompetente. O mejor aun, preferiria premiar a los dos grupos, aunque
mas no sea por una (aceptada) deformacion profesional, y por el respeto que me
merecen aquellos que diariamente se dedican a la tarea mas extraordinaria que
tiene una sociedad: educar.

éPor qué pudo pasar esto? (équiere pensarlo usted?).

Uno advierte que:

e No puede “despreciar o desconsiderar” la diferencia que hay entre el
nimero de alumnos de una y otra escuela. Todo funcionaria bien si se
respetaran las proporciones de cada sexo, pero esto no sucede.

e Por otro lado, mientras el nUmero de varones es el mismo, el nimero de

mujeres de la escuela A es mas de 7 veces el que tiene la escuela B.

Las deserciones femeninas guardan la proporcidon que uno esperaria: 285 versus 40,
gue es un poco mas de 7 veces, pero esto es lo que sucede con el total: 7.500

versus 1.000 (un poco mas de 7 veces también).

Pero la situacion con los varones es la que distorsiona los valores. A igual niumero
(3.000 y 3.000) en la escuela B se producen un 30% mas de deserciones que en la
A: 40 deserciones en la B versus 30 en la A. Y esa diferencia tan grande en el

porcentaje es la que produce la descompensacién que sorprende a primera vista.?

12. Un reloj y la curiosa manera de interpretar los nidmeros

2% Este resultado invita a tener cuidado con las conclusiones que uno estd dispuesto a sacar en la vida cotidiana
cuando nos son presentadas estadisticas y/o gréaficos por televisién o en un diario, y uno no se toma el tiempo
necesario para hacer un analisis como el que desarrollamos.
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Foto: Triple Nine Society, http://www.cafepress.eom/triplenine#housewares

9+9/V9=9+3=12

9y (9

o))

(9 +9)/9 =2

V9+9-9=3

(V9) +9/9=3+1=4
(VO)!1-9/9=31-1=6-1=5%
9-9/V9=9-9/3=9-3=6

9-+v9 + 0,99999999..3' =9-3+1=7
9-9/9=9-1=8

V9’ =9
9+9/9=9+1=10
99/9 = 11

30 E| factorial de un nimero entero positivo n se expresa poniendo un signo de admiracién al final: n!, e indica que
uno multiplica todos los nimeros que van desde n hasta 1. Es decir, n! = n x (n-1) x (n-2) x (n-3) X...x 3 x 2 x 1.
En este caso, 3! = 3 x 2 x 1, y por eso el resultado es 6.

31 0,999999... es el nimero 0,9 periddico.
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Capitulo 2
ESTRATEGIAS

Contenido:
1. El tren y la mosca
Cien personas con sombreros
Rompecabezas
Estrategia para descubrir un numero entre cien
Estrategia con monedas

¢Se puede o no salir de un laberinto?

N oA WD

Cinco torres inofensivas

1. El tren y la mosca

En la matematica pasa lo mismo que en el arte: la calidad perdura, los clasicos
sobreviven al paso del tiempo, la belleza resiste cualquier embate de lo coyuntural.
Digo esto porque hay ciertos problemas que se mantienen a lo largo de los afios.
Aparecen otros, muchos otros, que van quedando desubicados u olvidados, pero en
la musica, por ejemplo, La Traviata y Aida quedan, asi como en la pintura La
Gioconda y el Guernica trascienden las generaciones.

El caso que voy a presentar ahora tiene una larga historia. No sé cuando fue la
primera vez que fue presentado en sociedad, pero lo que si puedo afirmar es que es
uno de los problemas mas famosos que existen dentro de la matematica recreativa.
El enunciado es sencillo (como la mayoria de los problemas trascendentes dentro de
esta area) y la solucion, también.

Mi experiencia me sugiere ofrecerle tres visiones:

e Si usted elige el camino adecuado para pensarlo, y por lo tanto encuentra la
solucién muy rapidamente, no entenderad por qué hago esta presentacion. Es
mas, le parecerd un problema mas.

e Si usted tiene que invertir una buena porcion de su tiempo para resolverlo

pero luego encuentra la autopista que lo lleva al resultado, sentira la
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satisfaccion de aquel que hizo un esfuerzo placentero y valioso. Es mas,
seguro disfrutara del trayecto.

e Si en cambio usted invirti6 una buena porcidon de su tiempo para pensarlo
pero no pudo arribar a la solucién por sus propios medios, permitame
sugerirle algo: no abandone. Como siempre le queda el recurso de leer mas
abajo la distancia que recorrié la mosca, pero usted sabe que esa
herramienta la tiene a mano para usarla cuando quiera. En todo caso, si espia
la solucidn, se priva de pensarlo. Y en definitiva, équé sentido tendria?, équé
gracia pueden tener estos problemas que no sea la satisfaccion que da

pensarlos, y no tanto “resolverlos”?

Antes de enunciar el problema, una advertencia: no hay forma que en su vida usted
se tropiece con la dificultad que sigue mas abajo. Cero. Nunca le va a pasar. Pero lo
qgue si puede pasarle es que el camino que usted recorra para pensar la respuesta lo
tenga que usar nuevamente, aunque usted mismo nunca lo advierta. Son los
caminos que se abren en la mente, angulos para pensar que uno no sabia que
existian... hasta que los descubre o los construye.

Ahora si, el problema:*? suponga que hay dos trenes que estan a punto de recorrer
un camino de 100 kildmetros. Justamente 100 kildmetros es la distancia que los
separa. Lo curioso es que ambos estan sobre la misma via, de manera tal que
inexorablemente en alguin momento van a chocar de frente. Ambos trenes andan a
50 kildmetros por hora.

Por otro lado, hay una mosca situada en la locomotora de uno de los trenes. Esta
mosca es muy particular: tiene la habilidad de volar muy rapidamente. Lo hace a 75
kilbmetros por hora. Méas aun, cuando los trenes se pongan en marcha
simultdneamente la mosca también empezara a recorrer la distancia que va entre
un tren y otro. Ni bien llega a la locomotora del que viene de frente, da vuelta
instantdneamente y se dirige ahora hacia el otro tren.

El proceso se repite hasta el momento en el que los dos trenes chocan (con la

mosca en el medio).

32 Hay muchisimas versiones. Yo elegi una cualquiera, en la que las cuentas que hay que hacer son sencillas para
no desviar la atencion de lo esencial.
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La pregunta es: écuantos kildmetros recorrié la mosca (antes de morir aplastada

entre las dos locomotoras)?

Solucién a El tren y la mosca

Este problema, como la mayoria de los que trato de presentar, tiene multiples
lecturas. Hay un intento de solucién que es tipico y que aparece virtualmente en
todas las personas con las que he hablado sobre este tema. Se trata de empezar a
sumar las distancias que va recorriendo la mosca en cada trayecto que va entre
cada una de las dos locomotoras. Los segmentos que va recorriendo son cada vez
mas pequenos y, en principio, no hay ninguna razén para no intentar hacer ese

calculo. De hecho, lo inclui mas abajo como una nota al pie.*’

33 La mosca viaja a 75 km/h, lo que significa que en un tiempo T, recorrié
(75 km/h).T.h

Por ejemplo, si T = 2 horas, entonces, la mosca recorre (75 km/h) x (2 h) = 150 kildémetros. De la misma forma,
dado cualquier tiempo T cada tren recorre (50.T) kildmetros. ¢Qué distancia recorre la mosca desde que empieza el
experimento hasta que se encuentra con el segundo tren? Para encontrar este nimero bastaria que yo encontrara
el tiempo que tarda la mosca en chocar con el otro tren, ya que si calculo ese tiempo, entonces, lo multiplico por 75
y tengo la distancia que recorrié. Ese tiempo t se calcula asi:

75t =100 - 50 t (*)

éPor qué? Porque el término de la izquierda indica la distancia que recorre la mosca en un tiempo t, y el término de
la derecha es la distancia que recorrid el segundo tren desde que salié a 100 kildmetros de la mosca y viajando a
una velocidad de 50 km/h. Quiero encontrar el niUmero t que haga que ambos se encuentren, y de alli la igualdad
que figura en (*). Despejando en (*), se obtiene que 125 t = 100, por lo que uno deduce que t = 4/5 (de hora).
Luego, para calcular la distancia que recorrié la mosca en 4/5 de hora, multiplico ese valor por 75 (que es la
velocidad de la mosca) y obtengo: 75 x (4/5) = 60 kildmetros, y ésa es la distancia que recorrid la mosca la primera
vez que se encuentra con el segundo tren. Alli, instantdaneamente da vuelta y arranca en sentido contrario. Ahora,
quiero calcular cuanto recorre hasta encontrarse con el primer tren. Por lo tanto, igual que recién, me alcanzara con
encontrar el tiempo que tiene que volar hasta tropezarse con el primer tren, e igualarlo con el tiempo que usa el
primer tren hasta encontrarse con la mosca.

O sea, hay que encontrar el valor de t que hace que esta igualdad valga:

60-75t=40+50t
éPor qué? A la izquierda, estoy calculando la distancia que recorre la mosca desde el kildbmetro 60 (donde se
encontrd con el segundo tren), a una velocidad de 75 km/h, hasta que se encuentra con el primer tren. Y en el
término de la derecha, el nimero "40” indica los kildémetros que iba recorriendo el primer tren cuando la mosca se
encontrd con el segundo tren. Es que como la mosca habia usado 4/5 de hora, entonces, en 4/5 de hora, el primer
tren recorrié: (4/5) x 50 = 40 km. Entonces, de la igualdad (**) se deduce:
60 -75t=40+50t20 = 125tt = 4/25 = 4/5?
Luego, la mosca, en tiempo (4/52%) recorrid: (4/5%) x 75.

Si uno sigue con este procedimiento, advierte que para calcular la distancia que recorrid la mosca hasta que los dos
trenes chocan de frente, lo que puede hacer es sumar

75 x [(4/5) + (4/5%) + (4/5%) + (4/5%) ... + (4/5") + ...1 =75
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Pero otra manera de pensar este problema es la siguiente: si uno calcula el tiempo
que tardan los dos trenes en chocar entre si, eso indica el tiempo en el que la
mosca estuvo volando entre uno y otro (tren). Es decir: me basta con saber cuanto
tiempo paso para que los dos trenes chocaran de frente, para saber el tiempo que la
mosca paso en el aire yendo y viniendo. Pero como los dos trenes marchan a 50
km/h, y salen a una distancia de 100 km entre uno y otro, en el momento que
recorrieron 50 kildbmetros (o sea, a mitad de camino) chocan inexorablemente. Y
como la velocidad a la que circulan es de (justamente) 50 km/h, eso indica que en
una hora recorrieron 50 kildmetros. Lo Unico que falta es que deduzca qué distancia
recorrié la mosca en iuna hora! Y eso es facil de contestar: la mosca recorrié 75
kildbmetros en una hora (ya que vuela a 75 km/h). Y eso termina por resolver el

problema.3*

Moraleja: Si uno arranca a pensar el problema de esta forma,
nunca comprendera por qué hay semejante historia alrededor de él.
Pero como decia mas arriba, justamente la historia de este problema
esta construida de los que —como yo— tratamos de sumar los
“infinitos” segmentos que va recorriendo la mosca en cada pequefio
tramo, en lugar de aproximarme/nos al problema, pensandolo en

forma directa.

En eso consiste la belleza del pensamiento, la variedad y capacidad para encontrar

nuevos caminos cuando éstos parecian agotados.

2. Cien personas con sombreros

Para todos aquellos que hayan tropezado alguna vez en sus vidas con series numéricas, basta con sumar la serie
geométrica de razén 1/5, empezando desde el segundo término. De alli el resultado (75 kildémetros). Corolario: la
mosca recorrié 75 kildmetros en el momento en el que muere aplastada entre los dos trenes.

3 Hay una anécdota muy famosa (de dudosa veracidad) que indica que cuando le plantearon este problema al
célebre matematico hingaro-norteamericano John von Neumann, el padre de la Teoria de Juegos y uno de los que
participd en el Proyecto Manhattan que construyé las bombas atémicas arrojadas en Hiroshima y Nagasaki, Von
Neumann contestd: “75 kildmetros”. Su interlocutor lo mird y le dijo: “Es extrafio que usted lo hubiera resuelto tan
rapido, ya que la mayoria de la gente trata de calcular la suma de la serie”. Von Neumann le respondid: “¢Por qué
dice extrano? iEso es exactamente lo que yo hice!”.
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Se tiene a 100 personas en una habitacién, con sombreros blancos y negros. Cada
uno puede ver lo que tienen todos los otros, SALVO el sombrero que tienen ellos
mismos.

Pueden planificar una estrategia PREVIA, pero NO pueden comunicarse entre si una
vez que estan dentro.

A la orden de una persona TODOS al mismo tiempo deben decir qué color de
sombrero tienen. Los que acierten, sobreviven. Los que erran, mueren.

¢Puede encontrar una estrategia que GARANTICE que al menos 50 de las personas
van a sobrevivir?

Nota 1: El problema se puede plantear como que uno tiene un nimero PAR de
personas (digamos 2n) y todos tienen sombreros blancos o negros, y se trata de
disefiar una estrategia que GARANTICE que la mitad se salva. La idea, como se vera
mas adelante, es generalizar la estrategia que se usa para 100 personas, para
cualquier numero par.

Nota 2: Si hay 50 blancos y 50 negros, por ejemplo, y uno elige lo que la mayoria
tiene (de lo que ve) MUEREN TODOS. ¢Por qué? Porque supongamos que fuera yo el
que tengo que elegir. Si yo tengo color blanco, por elegir un color, es porque de los
99 que quedan, hay 50 negros y 49 blancos (ya que yo tengo uno de los blancos).
Luego lo que yo veria seria una mayoria negra, y por lo tanto, diria que yo tengo
NEGRO. Eso implicaria que yo soy “hombre muerto”. Pero lo mismo les pasaria a

todos los que estan conmigo, porque el mismo razonamiento, lo harian todos.

Solucidén a “Cien personas con sombreros”

Una manera de garantizar que se salve la mitad de las personas es ponerse de
acuerdo de antemano en dividirse en parejas. Es decir, se conforman 50 parejas (ya
que hay 100 personas en total).

Pero algo mas: los integrantes de cada pareja tienen un rol asignado: uno es M
(masculino) y el otro es F (femenino).>®

Entonces, esta es la estrategia que le propongo:

M elige lo que tiene F

F elige lo contrario de lo que tiene M

35 Elegi poner M por masculino y F por femenino, pero obviamente pude haber elegido cualquier otro par de letras u
opciones.
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Entonces, veamos lo que pasa en cada pareja:

Si los dos (M y F) tienen el mismo color, entonces se salva M (porque elige lo que
tiene F y él tiene lo mismo), pero F muere, porque elige lo contrario de M y F tiene
lo mismo que M en este caso. Por lo tanto, sobrevive M que es el 50% de la pareja.
Si los dos tienen distinto color, entonces M muere, porque dice lo que tiene F,
mientras que F sobrevive, porque F tiene lo contrario de M y justamente F elige ese
color.

Esta estrategia garantiza que se salva exactamente la mitad de la gente.

Apéndice: Si uno lo hiciera para el caso mas sencillo posible (con solamente dos
personas), entonces hay que buscar la estrategia que garantice que una se salve y
después generalizarlo a cualquier nimero (par), utilizando la misma idea pero
multiplicada por la cantidad de parejas que sean necesarias (si hay en total 2n

personas, la estrategia elaborada mas arriba salva a exactamente n de ellas).

3. Rompecabezas

El siguiente problema pareciera no tener nada que ver con la matematica. Al
menos, lo parece con la concepcion clasica, que tiene (éo tenia?) asociada a la
matematica con los niumeros y saber hacer cuentas.

Creo que esa percepcidon estd cambiando. De todas formas, quiero plantearle algo
divertido.

Usted, como yo, ha visto muchisimos rompecabezas en su vida. Con mas o menos
piezas, mas o menos dificiles de resolver. Algunas veces habra tenido paciencia
para armarlos, otras no. Otras veces habra ayudado a un nifio, y otras habra sido
usted el nifio.

Usted también sabe que hay rompecabezas cuya solucién implica invertir muchisimo
tiempo, aunque mas no sea porque involucran ensamblar un nimero enorme de
piezas. Hay gente que los empieza a armar arriba de una mesa, y se pasa semanas
(si no meses) hasta que los termina. Para algunos, es incluso un pasatiempo o un
hobby.

Por supuesto, cada uno de nosotros establece una estrategia que no tiene por qué

ser la misma para cada rompecabezas, y quizas uno ni siquiera sabe que la tiene.
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Por ejemplo, uno puede empezar por los bordes, o buscar colores parecidos, o
aquellos que tienen algun patrén en comun.
No sé si habrad gente que es profesional en el armado de rompecabezas, pero creo
que cada uno de los que esta leyendo esto sabe bien a qué me refiero. Mas aun, en
el proceso de resolucion muchas veces uno ensambla distintos bloques y después,
casi sin proponérselo, puede pegar un bloque con otro. Es decir, no siempre se trata
de ir armando un bloque cada vez mas grande al que uno le va agregando una
pieza por vez.
Sélo para ponernos de acuerdo con los nombres, voy a llamar “bloque” tanto a las
piezas mas pequefias (cuando estd todo desarmado), como a cualquier grupo de
piezas que ya estén interconectadas.
En realidad, para ser técnicamente correctos, uno tendria que decir que una “pieza”
es un “bloque de una sola pieza”.
Al mismo tiempo, voy a decir que hago una “jugada” cada vez que logro ensamblar
dos bloques. O sea, cada “jugada” que hago implica que tengo menos piezas o
bloques sueltos.
Supongamos entonces que uno esta frente a uno que tiene 5.000 piezas. Si, cinco
mil. Como vera mas adelante, el nUmero de piezas no tiene importancia, pero por
ahora, para fijar las ideas, digamos que son cinco mil.
Dicho todo esto, ahora si, dos preguntas:

e (Cual es el minimo nimero de “jugadas” que uno tiene que hacer para poder

armar el rompecabezas de 5.000 piezas?
e (Qué estrategia puede disefiar para que si uno sigue los pasos que usted

indique, quede armado el rompecabezas en ese nUmero minimo de jugadas?

Una ultima cosa: no permita que lo confunda todo lo que yo escribi aca arriba. Es
algo muy sencillo, uno tiene un rompecabezas, con piezas que al principio estan
todas separadas. Se trata de conectarlas. Las preguntas son: écudl es el numero
minimo de movimientos o jugadas que hay que hacer para armar el rompecabezas?
Y, por otro lado, écudl es la estrategia que garantiza que uno lo arma en ese

numero de movidas?

72 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Solucidén a “Rompecabezas™
La Unica gracia que tiene este problema es tratar de resolverlo uno. Encontrar o no
la solucién resulta irrelevante. Si quiere, puede leerla ahora, pero no se prive del
placer de pensarlo en soledad. Igualmente, aca va.
Pongamonos de acuerdo en un par de hechos:

e El nimero inicial de piezas (o bloques) es 5.000.

e El nimero final de blogues es uno. Cuando ya esté armado todo queda un

solo bloque (grande, pero uno).

Cada movida reduce el numero de bloques libres en uno. Es decir, cada vez que
ensamblo dos bloques, hay un bloque libre menos.
Dicho todo esto, piense conmigo lo siguiente:
e ni bien empiezo a armar el rompecabezas, mi primera jugada significa
conectar dos bloques. Si originalmente habia 5.000, ahora, hay 4.999.
e en el proximo paso, o en la préxima jugada, quedaran 4.998.

e asi siguiendo.

¢Quiere leer nuevamente las preguntas que propone el problema? éNo tiene ganas
de pensar las respuestas por su cuenta, sin leer lo que sigue mas abajo?

Ahora creo que estamos en condiciones de contestar las dos preguntas.

Por un lado, como hay 5.000 piezas, y cada jugada reduce en uno el nimero de
bloques, eso significa que no se puede resolver en MENOS de 4.999 PASOS. Es que
para ir teniendo cada vez menos bloques uno necesita ir ensamblandolos de a uno
por vez. Y como en total habia 5.000, y cada paso reduce en uno la cantidad que
hay, no se puede hacer en menos de 4.999 pasos.

Ahora bien: équé estrategia disenar para que uno pueda armar el rompecabezas en
€s0s 4.999 pasos?

Lo interesante, es que no importa qué estrategia uno disefie, todas involucran 4.999
pasos. Asi como no se puede hacer en menos, tampoco se puede hacer en mas
(salvo que uno arme y desarme constantemente, lo que descarto porque supongo

que la idea es resolver el problema y no complicarlo).

73 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Pero uno piensa que cada vez que armo algo no vuelve para atras (o sea, no los
desarma) entonces, cualquier proceso de armado que elija tiene exactamente 4.999
pasos. {No es raro esto, e interesante a la vez?

Y con esto ultimo quedan contestadas las dos preguntas.

Tengo un pequefio agregado: ¢Y si en lugar de 5.000 piezas fueran 10.000? ¢Cual
seria el minimo numero de pasos y qué estrategia usar para el armado que
involucre ese nimero?

Respuesta: como usted habra advertido ya, el hecho de que sean 5.000 o 10.000
no interesa. En realidad, el nUmero minimo de pasos para armar el rompecabezas,
es ahora de 9.999. Por otro lado, cualquier estrategia para resolverlo que involucre
no volver para atras requiere de exactamente esos 9.999 pasos.

Mas en general aun: si uno tiene un rompecabezas con cualquier nUmero de piezas,
digamos n piezas, en donde n es un numero cualquiera, la cantidad minima de
pasos (o0 jugadas) para armarlo es de (n-1). Incluso cualquier estrategia que uno
elabore y que sirva para completarlo requiere de (n-1) pasos.

Por ultimo: por supuesto que este problema no ensefia a armar un rompecabezas.
Tampoco me lo proponia. En todo caso, lo que dice es que cualquier estrategia que
a usted le haya servido para armarlo es buena, en el sentido de que
inexorablemente usted habrd usado el minimo ndmero posible de pasos para
armarlo. Ahora bien, la pregunta que no puedo contestar, es si el tiempo que le
llevd es el 6ptimo (o minimo). Eso no lo puedo predecir pero, en definitiva, équé

importancia tiene?

4. Estrategia para descubrir un niumero entre cien

Uno de los temas mas fascinantes con los que uno se puede encontrar es tratar de
disefiar una estrategia para alcanzar un cierto objetivo. La matematica tiene
muchisimo que ver porque ofrece caminos y oportunidades para disenarlas v,
aunque no se utilicen estrictamente para el problema que se plantea en cada caso,
sirve para desarrollar caminos e imaginar escenarios posibles.

Por ejemplo: supongamos que una persona tiene los primeros 100 nimeros enteros

positivos en una lista y los va a empezar a decir en voz alta en forma
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desordenada.® Usted puede escucharlos pero no puede anotar. Esta persona va a
ocupar 5 segundos por cada nimero.

No sélo eso: va a omitir uno de los 100 nimeros. Va a elegir uno de los 100 y NO
LO VA A NOMBRAR. Usted tiene que elaborar una estrategia que le permita deducir
gué numero fue omitido sin usar papel y lapiz.

Por supuesto, que el problema no tiene trampa ni ningln tipo de truco escondido.
Tampoco se trata de que la persona que escucha los nimeros tenga una memoria
prodigiosa ni que tenga poderes sobrenaturales. Es una persona como usted y/o
como Yyo.

Ahora la/lo invito a que piense una estrategia.

Solucidén a “Estrategia para descubrir un ndmero entre cien”

Si uno tratara de recordar los nimeros a medida que los va escuchando, tropezaria
con el problema que tendriamos todos los mortales: no podriamos. Son demasiados
numeros. Puede que alguna vez lo pudiéramos hacer, pero seria ciertamente muy
dificil.

Apelar a la memoria parece entonces un recurso pobre. Necesitariamos encontrar
algun dato que pudiera incluir a todos los nimeros que vamos escuchando pero
que, al mismo tiempo, luego de haberlos escuchado a todos (a los 99), sugiera o
indique cual es el que se quedo afuera.

Por ejemplo, un dato que no varia, es la suma de los primeros 100 nimeros. De

hecho,

1+2+34+4+4+5+...+97 +98+ 99 + 100 = 5.050%

De manera tal que como la suma de todos los nimeros es siempre 5.050, si yo

pudiera ir sumando los nimeros que escucho (y no me equivocara), cuando el senor

36 Escribo "desordenada” para que se entienda que no lee todos los nimeros siguiendo un patrén que pudiera ser
percibido por el que escucha.
37 La suma de los primeros n nimeros naturales

(1L+2+3+...+(n-1)+n)=(1/2)x(n+1)xn

En el caso particular de que n = 100, entonces

1/2 x (100 + 1) x (100) = 1/2 x 101 x 100 = 101 x 50 = 5.050
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me termine de decir los 99 que eligid, al resultado que yo obtendria le faltaria
exactamente el nUmero que no fue dicho para llegar a 5.050.

Por ejemplo, si el sefior eligiera el 16 como nuimero a omitir, cuando termine de
decirme los restantes, no llegaria a 5.050 (para esto tendria que incluirlos a todos),
sino que llegaria hasta (5.050 - 16) = 5.034.

No bien él termine de decir los nUmeros, yo habré hecho (mentalmente) la suma de

todo lo que me dijo, y llegaria a 5.034. Todo lo que falta hacer es restar

(5.050 - 5.034) = 16,

y justamente el 16 es el numero que eligio.

Moraleja: Esta estrategia resuelve el problema. Seguro que hay otras,
pero mas alld de eso, lo que me importa subrayar es que lo que primero
hicimos fue descubrir qué valor (la suma) es la referencia a tomar que
luego se ve alterada cada vez que le falta un sumando (el nUmero que
quedd afuera). Y de eso se trataba, de encontrar alguna constante que

fuera sensible a la falta de un nimero.

Otra estrategia posible seria multiplicar todos los nimeros que uno escucha. Eso
también seria viable porque, en definitiva lo que uno tendria que hacer es:

calcular el producto de los primeros 100 numeros;

multiplicar todos los nimeros que uno va escuchando;

luego de multiplicar los 99 nimeros que dice el sefior que tenemos delante, uno
tiene que dividir el nUmero que obtuvo en la parte (a) por el que obtuvo en la parte
(b). Ese numero, es el que falta de la lista de 100.

Como usted advierte, este procedimiento también es conducente. El Unico
inconveniente es que multiplicar es mas dificil que sumar, y llevar la cuenta de lo
gue uno va escuchando, es muchisimo mas dificil.

Aun asi es una estrategia posible, no muy Uutil, pero posible. ¢Habrd otras? ¢Es

capaz usted de buscarlas?
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5. Estrategia con monedas
Vivimos pensando en estrategias. ¢CoOmo optimizar el dinero que tenemos? ¢Como
planificar el fin de semana? ¢Como elaborar una excusa creible por algo que no
hicimos? éComo decirle que no a alguien? ¢Como decirle que si a alguien? éComo
ser justo con un hijo sin que eso origine una reacciéon en cadena con el/los otro/s?
En fin. La lista sigue y es larga. Pero me detengo aca.
Es bueno, entonces, estar preparado para poder acertar mas veces que las
esperables. Es decir, tratar de poder incrementar nuestras chances de que nos vaya
mejor.
La matematica suele servir para modelar situaciones. Es muy poco probable que
uno tenga que enfrentarse con el ejemplo que sigue. Sin embargo, pensar en su
solucidn puede proveer una estructura que sera util (eventualmente) para dar
respuestas a problemas que uno si puede llegar a tener. Acompafieme.
Piense en el siguiente problema:
Dos personas (digamos A y B) tiran una moneda cada una. No tienen comunicacién
entre si. Cuando ya se conocen los resultados, cada uno tiene que “adivinar” lo que
le tocé al otro.
El problema consiste en establecer una buena estrategia que permita maximizar la
probabilidad de que acierten. Es decir, si no planifican nada, la probabilidad de que
ambos acierten es 1/4, como vamos a ver inmediatamente.
Eso si: cualquier elaboracién que hagan tendran que determinarla antes de tirar las
monedas, y no puede haber ninguna comunicacion entre ellos una vez que estan
por arrojar las monedas al aire.
La idea es que usted elabore una estrategia que permita mejorar esta probabilidad.
O sea, lograr que los aciertos no sean 1 de cada 4, sino que acierten mas veces.
Antes de pasar a la solucidn, lo invito a que piense por qué, si no planifican nada, la
probabilidad de que acierten es 1/4.
Cuando A tiene que decir lo que le sali6 a B al tirar la moneda, puede acertar o
errar. Lo mismo cuando a B le toca decir lo que obtuvo A. Juntando los casos de
ambos, se pueden producir estas cuatro situaciones:

e A acierte y B acierte;

e A acierte y B se equivoque;
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e A se equivoque y B acierte;

e A se equivoque y B también.

Como se ve, hay solamente una posibilidad (entre las cuatro) de que acierten los
dos. Y por lo tanto la probabilidad de que acierten los dos es 1/4.

Ahora lo dejo a usted (con usted misma/mismo) para que trate de elaborar una
estrategia que puedan usar los dos que les permita aumentar la probabilidad de que

ambos acierten.

Solucidén a “Estrategia con monedas”

Voy a proponer una solucion pero, como usted va a advertir inmediatamente, no es
la Unica.

Los dos deciden hacer lo siguiente: “van a decir que al otro le salié lo mismo que le
salié a ellos”.

Es decir, si a uno le salié cara, cuando le pregunten qué le salié al otro, va a decir
cara también. Y lo mismo con el otro.

En ese caso, analicemos la probabilidad de que acierten los dos. Para eso veamos,
de todos los casos posibles, cuales son los que les sirven para ganar.

Si a ambos les sale lo mismo, ganan. Si a ambos, les sale diferente, pierden.

Los posibles casos son:

Cara-Cara
Cara-Ceca
Ceca-Caray

Ceca-Ceca

Ganan en dos (de los cuatro): Cara-Cara y Ceca-Ceca.

pierden en los dos restantes. Luego, aciertan en dos de cuatro. Entonces, ila
probabilidad es ahora 1/2!

Y, por supuesto, esto mejora la probabilidad que tenian antes, que era de un 1/4.
Por lo tanto, a pesar de que no parecia posible, hay una estrategia que les permite

incrementar las chances de acertar.
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Una observacion: hay otra estrategia que pueden elaborar a partir de la que
propuse mas arriba. éQuiere pensarla usted? Esta directamente relacionada con la
anterior.

Sigo yo: lo que podrian hacer, es decir lo opuesto de lo que le tocd a uno. Es decir,
Si a uno le sale cara, dice ceca. Y viceversa.

En ese caso, también tienen dos posibilidades sobre cuatro de acertar:

Cara-Ceca y Ceca-Cara

también la probabilidad de acertar se incrementé a 1/2, que es —obviamente—
mejor que 1/4, como habia al principio.

Nota 1: Este problema me fue sugerido por el doctor Matias Grafa, gran amigo y
profesor también en la UBA.

Nota 2: Hay otra manera de ver que si no hay estrategia establecida la probabilidad
es de 1/4.

Para calcular la probabilidad de que sucedan dos eventos independientes, es decir,
que el resultado de uno no tenga ninguna relacién con el otro, lo que se hace es
multiplicar la probabilidad de que suceda cada uno de esos eventos por separado.

La probabilidad de que A acierte lo que tiene B es 1/2, porque A sabe lo que le salid
a él, por lo que tiene una en dos posibilidades de acertar lo que sacd B (que pudo
haber sido o bien cara o bien ceca). Luego, su probabilidad es 1/2.

De la misma forma, la probabilidad de que B acierte también es 1/2, ya que B sabe
lo que él tiene. Adivinar lo que tiene A tiene 50% de chance de ser cierto. Luego, su
probabilidad de acertar, es 1/2.

Dicho esto, la probabilidad de que acierten los dos es el producto de ambas

probabilidades:

1/2 x 1/2 = 1/438

38 Cuando Carlos D’Andrea termind de leer esta historia, me escribié: "Me parece fascinante este resultado.
Obviamente, este tipo de problemas no son los que pienso habitualmente, pero saber que algo tan simple como esa
estrategia te cambia la probabilidad tan drasticamente es... es fascinante”. Me parecid interesante compartir esto
que me escribi6é Carlos con usted que esta leyendo el libro. Si uno es capaz de generar ese tipo de reaccién con una
historia que provee la matematica, deberia decir que la tarea esta cumplida.
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6. ¢(Se puede o no salir de un laberinto?

Imagine que usted estd parado frente a la puerta de un edificio que tiene 64
habitaciones en la planta baja (Figura 1). Son todas iguales en tamafo: miden 2 m
x 2 m (o sea, 4 m?).

Ademas, todas tienen una puerta en cada pared, como se ve en la Figura 2. La
Unica particularidad es que hay algunas habitaciones que no necesitan tener tantas

puertas, pues uno se saldria del edificio.

Figura 1 Figura 2 Salida
| T | — T T [
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+++++++
++++ A+t
+++++++
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ey )y Oy ) g )
Entrada

En todo caso, la distribucidén es la de una grilla o un tablero de ajedrez de 8 x 8.

Una salvedad: hay una puerta de entrada al edificio, que esta en el extremo inferior
izquierdo y otra de salida que esta en el extremo superior derecho.

La pregunta que quiero hacer es la siguiente: ées posible entrar en el edificio (por la
puerta de entrada) y salir (por la puerta de salida) recorriendo todas las
habitaciones pero pasando solamente una vez por cada una?

Le dejo pensando.

Solucidén a “¢Se puede o no salir de un laberinto?”

Fijese qué interesante coOmo se puede contestar la pregunta sin necesidad de hacer
o intentar todos los posibles recorridos. Antes de dar la respuesta definitiva, le
invito a que pinte las habitaciones en colores blanco y negro, alternados, como si

fuera un tablero de ajedrez (ver Figura 3).
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Una vez hecho esto, épor qué no intenta de nuevo pensar si se puede o no se
puede?

Sigo yo. Es que ahora fijese que cada vez que usted estd en una habitacion
cualquiera y quiere salir por cualquiera de las puertas que lo habilitan, siempre
cambia de color de habitacion. Por lo tanto, no importa qué camino usted elija, va a
alternar entre los dos diferentes colores.

Ahora bien, sigame con esta linea de razonamiento.

Al entrar por la puerta que dice “entrada”, uno se instala en una habitacidon de color
negro.

No importa qué direccion tome, inexorablemente pasara a una habitaciéon de color
blanco.

A partir de alli, tampoco importa qué camino elija, volvera a una de color negro, y
asi siguiendo: uno va alternando de color a medida que pasa de una habitacién a
otra. Recuerde este hecho.

Por otro lado, como hay 8 filas y 8 columnas, hay en total 64 habitaciones, una
cantidad par.

Pero como uno sabe que va alternando negras con blancas, como uno entra en una
negra para recorrer todas las habitaciones, al ser un nimero par deberia terminar

en una habitacion blanca.
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Como la ultima habitacién (la que tiene la salida) es de color negro también,
entonces, la pregunta del problema se contesta asi: “no es posible cumplir con el
recorrido que se pide”.

En definitiva, con el solo hecho de haber pintado (imaginariamente) las paredes de
dos colores distintos, uno puede concluir que el laberinto de habitaciones no puede
ser recorrido pasando por todas ellas una sola vez.

¢No es interesante esta solucion? No creo que sea la Unica (ni mucho menos), pero
me gustd mucho pensar que una estrategia como la de pintarlas de distintos colores

cooperd en forma tan decisiva para llegar a la respuesta

7. Cinco torres inofensivas

Hay mucha gente que juega al ajedrez en el mundo, mucha. Y hay muchos otros
gue no. También son muchos. En todo caso, lo que yo puedo decir es que yo sé
mover las piezas, pero nada mas. O sea, conozco qué movimientos son permitidos y
cuales no para cada una de ellas.

Pero no voy a hablar de ajedrez acd, sélo quiero plantear un problema® muy lindo y
muy entretenido que requiere de saber una sola cosa sobre el ajedrez y es como
mueven las torres.

Y si usted se estd imaginando un tablero de ajedrez las torres pueden desplazarse
por el tablero hacia arriba, hacia abajo, hacia la derecha o hacia la izquierda, pero
siempre siguiendo una fila o una columna en forma horizontal o vertical, pero nunca
en diagonal.

Es todo lo que se necesita saber para poder entender lo que voy a contar. Eso si: en
lugar de tener un tablero convencional de ajedrez (de 8 x 8), supongamos que uno
tiene un tablero un poco mas grande, de 10 x 10 (de 10 filas por 10 columnas).
Ademads, en lugar de tener dos torres por participante (como en el verdadero
ajedrez) supongamos que le entregan 41 (cuarenta y una) torres, y le piden que las
distribuya de la forma que quiera entre los 100 casilleros (el resultado de hacer 10 x
10).

3 El crédito por este problema estd compartido por dos matematicos rusos: S. G. Slobodnik y A. Soifer que lo
publicaron en 1973. La prueba que figura mas arriba estd basada en una de las tres ideas que ellos proponen para
encontrar la solucién. En el libro Mathematics as Problem Solving, publicado por la editorial Springer, estan las otras
dos formas de abordar la misma situacion.
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El desafio es probar que, sin importar cudl sea la distribucidon que usted haya hecho
de las torres, yo puedo encontrar cinco que no se atacan® entre si. éQuiere
intentar?

Es decir, trate de ver si le es posible distribuir las 41 torres de manera tal de que

NO HAYA cinco inofensivas entre si, o sea, que no se ataguen entre si.

Solucién a “Cinco torres inofensivas”

La soluciéon a este problema se puede encontrar usando lo que se llama “El
problema del palomar” o Pigeonhole (como se ve en el episodio 1 de Matematica...
¢estas ahi?, en las paginas 134-136). ¢CoOmo hacer?

Fijese en lo siguiente. El tablero tiene 100 lugares, ya que es de 10 x 10. Hay 10
filas y 10 columnas. Quiero convencerle de que hay por lo menos una fila que tiene
como minimo cinco torres. éPor qué? ¢éPodria ser que todas las filas tengan a lo
sumo cuatro?

Si asi fuera, entonces las 10 filas tendrian a lo sumo 4 torres cada una. Pero eso da
un total de 40 torres (4 por fila a 10 filas implican 40 torres). Pero tanto usted como
yo sabemos que hay que distribuir i41 torres! Entonces, la torre que falta ubicar
tiene que estar en alguna fila. Esa fila tiene que contener por lo menos 5 torres.

Esa fila la llamo Fila 1.

Ahora, imaginariamente hago de cuenta que saqué la Fila 1. No sé cuantas torres
hay en esta Fila 1 que excluyo, pero cuando la saco del tablero, no puede haber
habido mas de 10 torres. Claro, como hay 10 lugares en la fila, si la saco del tablero
a lo sumo me llevé 10 de las 41 torres. Quedan en las filas restantes 31 (o mas),
pero no puede haber menos que 31.

Estas 31 torres estan distribuidas en 9 filas ahora. Asi como antes pude mostrar que
en el tablero completo habia al menos una fila con al menos 5 torres, ahora voy a
probar que entre las 9 filas que quedaron tiene que haber alguna con 4 torres.

éPor qué? (piense usted usando —si quiere— el mismo razonamiento que fue util un
poco antes). Es que si en todas hubiera nada mas que 3 torres, en total habria 27
torres. Pero como tienen que haber 31 todavia, entonces tiene que haber al menos

una de las filas que tiene 4 torres. La llamo Fila 2. La saco también.

4 Que dos torres se ataquen entre si quiere decir que estén en la linea de accién de ambas, de manera tal que
estan ubicadas en la misma fila o la misma columna del tablero.

83 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Ahora quedan 8 filas, y écudntas torres quedaron en el tablero como minimo? Como
hemos sacado dos filas en total (las que llamamos Filas 1 y 2) y en cada una de
ellas pudo haber 10 torres, a lo sumo desaparecieron 20 torres. Como originalmente
habia 41, menos las 20 que pudimos haber excluido quedan por lo menos 21 torres.
De la misma forma que hice en los dos casos anteriores, quiero probar que tiene
gue haber al menos una fila que tenga 3 torres. ¢Por qué? (y uso ahora el mismo
razonamiento de antes una vez mas): si hubiera nada mas que 2 torres por fila
(quedan 8 filas), habria 16 torres. Pero todavia quedan 5 mas (fijese en el parrafo
anterior: tiene que haber 21 torres). Por lo tanto, tiene que haber al menos una fila
con 3 torres. A una de ellas la llamo Fila 3 y la saco también.
Hasta aca sacamos del tablero (imaginariamente):

e La Fila 1 con 5 torres (como minimo).

e La Fila 2 con 4 torres (como minimo).

e La Fila 3 con 3 torres (como minimo).

Como antes,si hubiera habido 10 torres en cada fila, hemos excluido 30 torres.
Tienen que quedar al menos 11 torres. Y 7 filas. Una vez mas, quiero demostrar que
tiene que haber al menos una que tiene 2 torres. Si hubiera 1 torre en cada fila,
como hay 7 filas habria sélo 7 torres y en realidad tenemos 11 torres. Por lo tanto,
tiene que haber al menos una fila que tenga 2 torres. A esa Fila la llamo Fila 4
(tiene 2 torres como minimo).

Y luego, como hice antes, excluyo la Fila 4. éCudntas torres pudieron quedar? Como
en total tenia 11, y saqué una fila mas (en la que a lo sumo pudo haber 10 torres).
Luego, tiene que quedar al menos 1 torre en las 6 filas que quedan.

Llamo Fila 5 a la fila que tiene al menos 1 torre. Y ahora si, estoy en condiciones de
probar lo que queria al principio.

¢Qué queria probar? Queria probar que hay 5 torres inofensivas, 0 sea, que no se
atacan las unas a las otras. ¢{Cémo hacer?

Elijo la torre que esta en la Fila 5.

Ahora voy a la Fila 4. Alli tiene que haber al menos 2 torres. Por lo tanto, una de

esas dos torres estd en una columna diferente que la torre que estd en la Fila 5.
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Entonces, la torre de la Fila 5 y la que elijo de la Fila 4 estdn no sdélo en filas
distintas, sino también en columnas diferentes.
¢Se da cuenta de qué proceso estoy usando? Ahora, voy a la Fila 3 en donde sé que
hay 3 torres (al menos). Al menos una de estas torres tiene que estar en una
columna distinta que las que elegi en las filas 5 y 4. Elijo esa torre.
Ya tengo 3 torres en filas y columnas distintas (luego, inofensivas).
Voy a la Fila 2, que tiene por lo menos 4 torres, y por lo tanto tiene que haber
alguna de ellas que esté en una columna distinta de las 3 que ya tengo. Luego, la
gue agregué (y ya tengo 4 torres) estan en filas y columnas distintas.
Por ultimo, elijo la Fila 1 en donde hay (por lo menos) 5 torres. Tiene que haber
alguna que no esté en ninguna de las columnas en las que estaban las cuatro que
ya tengo. La elijo... y con eso itermino de demostrar lo que queria!
Encontré 5 torres que estan no sélo en distintas filas sino también en distintas
columnas. Luego, no se atacan entre si, son inofensivas.
Espero que usted haya disfrutado del trayecto que usamos hasta encontrar la
solucién del problema.
Es muy poco probable que uno tenga que resolver una situacion como la que
planteé mas arriba (équién en su sano juicio tendrd que encontrar cinco torres en
un tablero no convencional de ajedrez que no se ataquen unas a otras? ¢Y para qué,
ademas?). Pero lo interesante es que provee (o usa) un par de herramientas que
ayudan a pensar:

e el problema del palomar (que ayuda a descubrir el nUmero minimo de torres

que tiene que haber en al menos una de las filas);
e cémo iterar el mismo proceso en forma descendente, reduciendo las filas,
reduciendo el numero de torres hasta llegar a que tiene que haber al menos

una torre en una de las filas que quedan.

Todo esto, entonces, no aporta nada concreto a la vida cotidiana, mas que la
posibilidad de haber aprendido a pensar en estrategias, que quizds no sean Uutiles
para encontrar torres que no se ataquen en supuestos tableros de ajedrez, pero si
pueden servir para haber trazado un camino que servird para resolver una situacién

real de la vida cotidiana.
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Capitulo 3
CARTAS

Contenido:
1. Un mago adivina las cartas
2. ¢(Cuantas combinaciones de cinco cartas se pueden extraer de un
mazo que tiene 52?
3. ¢Cuantas formas hay de mezclar ese mismo mazo?
4. Usted, ¢(sabe jugar al poker? (No se preocupe, no le hace falta)

Olivia y la matemagica

1. Un mago adivina las cartas
Hay un mago que tiene en sus manos un mazo de cartas espafolas, como las que
sirven para jugar a la escoba de quince o al truco. Por lo tanto, estan excluidos los
nimeros 8 y los niumeros 9. De hecho, el niumero 12 (el rey) vale 10 puntos, el
nimero 11 (el caballo) vale 9 puntos y el nimero 10 (la sota) vale 8 puntos.
El resto de las cartas tienen el valor que indica su numero. Y, por ultimo, para fijar
las ideas, los cuatro palos de las cartas son oro, espada, copa y basto.
El mago, entonces, le ofrece a una persona que elija una carta cualquiera, sin que él
(el mago) la pueda ver. Le pide entonces que haga las siguientes operaciones:

e Multiplique por 2 el nUmero de la carta.

e Al resultado, simele 1.

e Ao que obtiene, lo multiplica por 5.

e Por ultimo, si la carta que habia elegido es de oro, simele 4. Si es de espada,

simele 3. Si es de basto, sumele 2, y si es de copa, sumele 1.

Con esos datos, el mago le pide a la persona que le diga qué nimero le dio.

La respuesta que obtiene es, digamos, 39.

El mago piensa un instante y replica: “Entonces, la carta que usted eligid
originalmente era el 3 de oro”.

¢COmo hizo?
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Solucién a “Un mago adivina las cartas”
Antes de pensar junto con usted la solucién, observemos que si esta persona habia
elegido el 3 de oro, el resultado de hacer todas las operaciones lo llevé al nimero
39.

e Al multiplicarlo por 2, obtiene el nimero 6.

e Al sumarle 1, obtiene el nimero 7.

e Al multiplicarlo por 5, obtiene el 35.

Como eligié el 3 de oro, y a las cartas de oro debia sumarles 4, entonces

(35 + 4) = 39

O sea, efectivamente, si hubiera elegido el 3 de oro, el resultado debid ser 39.
Ahora bien, écomo hizo el mago para poder deducirlo al revés? Es decir, conociendo
el numero 39, écomo hizo para volver para atras?

Primera observacién. Acompaneme en esta reflexion. Usted es el mago y yo soy la
persona que eligid la carta, digamos con el nimero X (que usted no conoce,
todavia). Pero fijese qué pasé con las operaciones que usted me pidid que hiciera

(con el nimero X).

o Lo multipliqué por 2. Obtuve entonces 2 x X.

. Le sumé 1. Tenia entonces (2 x X + 1).

. Después, me pidié que lo multiplicara por 5.
Obtuve:

(2xX+1)x5=10x X+ 5(*)
gue es un numero multiplo de 5.
¢Qué pasa cuando le sumo el numero para indicar el palo que tenia la X?

Transformo el resultado en:

e Un multiplo de 5 mas 4, si la carta X era de oro.
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e Un multiplo de 5 mas 3, si la carta X era de espada.

e Un multiplo de 5 mas 2, si la carta X era de basto.

e Un multiplo de 5 mas 1, si la carta X era de copa.
Ahora volvamos al niumero que yo le dije, 39. Como usted advierte,

39=35+4

Por lo tanto, es un multiplo de 5 mas 4. Luego, usted acaba de descubrir, que la
carta X que yo elegi es de oro. No sabe todavia cudl es el valor de X, pero si sabe,
que es de oro.
Ahora bien. Al restarle los 4 que corresponden al palo, ahora usted tiene el nUmero
35. Por lo tanto, si usted se fija en (*), sabe que en este caso:

10 X X + 5 = 35 (**)

Luego, se trata de calcular el valor de X en la igualdad (**). En consecuencia,

10x X =35-5 = 30,

lo cual quiere decir que X = 30/10 = 3.

Moraleja: La carta que yo habia elegido fue el 3 de oro.

¢Se anima ahora a calcular conmigo qué carta elegi si el resultado de las
operaciones fue 867?

Piénselo usted por su cuenta y si quiere, confronte aca abajo lo que le dio.

Primero, hay que ver de qué palo es la carta. Para eso, hay que ver que 86, se

escribe como 85 (multiplo de 5) + 1. Esto dice que la carta es de copa.
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Una vez que uno tiene el numero 85, ahora todo lo que queda por hacer, es

despejar la letra X en la igualdad:

10x X +5 =285

10 x X =85 -5 = 80, por lo que X = 80/10 = 8.

En consecuencia, la carta elegida fue la sota de copa (ya que la sota, con la

convencion que habiamos hecho, vale 8 puntos).

2. ¢(Cuantas combinaciones de cinco cartas se pueden extraer de un mazo
que tiene 527

Cuando uno juega a las cartas, a cualquier juego, se expone fuertemente al azar (si
todo funciona en forma honesta). Ahora bien, juegue al juego que jugase, una vez
que uno tiene las cartas en la mano ya no importa en qué orden le fueron
entregadas. Es decir, el orden en el que uno sostiene las cartas en la mano no tiene
incidencia en el juego.

Dicho esto, supongamos que uno estuviera por jugar con un mazo de 52 cartas, y
cada participante juega con 5 cartas. Entonces, écudntas posibles manos de 5
cartas nos pueden tocar?

Justamente, como el orden de las cartas no tiene importancia, eso va a ser un dato
importante al hacer el célculo.

Por un momento, quiero que me acompafe a que hagamos de cuenta que el orden

! En ese caso, écuadntas manos posibles de cinco cartas pueden

Si importa.*
resultar?

Analicelo conmigo: para la primera carta hay 52 posibilidades (como todavia no
salié ninguna carta, me puede tocar cualquiera). A los efectos de que se entienda
mejor, voy a poner un ejemplo. Supongamos que la carta que tengo ahora en la

mano es un as de corazon.

“l Por supuesto, el orden en el que uno va recibiendo las cartas es irrelevante en el momento de jugar. Sin
embargo, para empezar a contar los casos posibles, es preferible hacer de cuenta de que el orden importa, y
después analizar cuantos casos de mdas contamos para ver como eliminarlos. En definitiva, contar mal al principio
nos va a ayudar a contar bien un poco mas adelante.
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¢Cuantas posibilidades hay para elegir la segunda? Como en el mazo quedan 51
cartas, hay 51 posibilidades para la segunda. Me puede tocar cualquiera de las otras
51.

Sin embargo, si en lugar de tener en la mano el as de corazon, tuviera el rey de
corazén, écuantas posibilidades habria para la segunda carta? Respuesta: una vez
mas, habria 51 cartas posibles.

Es decir (y es importante entender esto): “para cada una de las 52 elecciones
posibles de la primera carta, hay 51 posibilidades para la segunda”. Por lo tanto, en

total hay:
52 x 51 = 2.652

formas de tener dos cartas en la mano (para cada una de las posibles 52 que
pueden salir primero, tengo que multiplicar por las 51 que me pueden tocar
después). Por supuesto, estoy considerando el caso en el que importa el orden. O
sea, no es lo mismo que yo haya recibido primero el 7 de corazén y después el 3 de
trébol que tener primero el 3 de trébol y luego el 7 de corazdén. A los efectos de lo
que me interesa contar, son dos casos distintos.

Ahora bien, é¢cudntas posibilidades quedan para la tercera carta? (Aqui convendria
que usted se detuviera y empezara a pensar cdmo contestar esta pregunta sin mi
ayuda. Por supuesto, usted puede leer lo que sigue, pero se priva de la oportunidad
de pensar en soledad.)

Sigo: quedan 50 cartas, por lo que al niumero posible que tenia antes (52 x 51)
ahora tengo que multiplicarlo por 50 (porque para cada caso posible de los 52 x 51
gue conté antes, tengo 50 posibilidades de agregarle una tercera carta).

Luego, hay

52 x 51 x 50 = 132.600
maneras de tener tres cartas en la mano (donde TODAVIA importa el orden).

Como usted se da cuenta, es facil sequir con el procedimiento. Ahora, para tener

cuatro cartas (en orden) hay:

91 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

52 x 51 x 50 x 49 = 6.497.400

formas, y por ultimo para obtener una quinta carta las formas son:

52 x 51 x50x49 x48 = 311.875.200

Esto significa que hay mas de 311 millones de formas de recibir cinco cartas —en
orden— de un mazo de 52.

Pero ahora quiero hacer bien la cuenta. Es decir, hasta recién estabamos
tomandonos una licencia que hacia que el problema no fuera cierto. O sea, estoy
cometiendo un error (a sabiendas, pero error al fin), y es que estoy contando todos
estos casos como si el orden tuviera importancia, y usted tanto como yo, sabemos
que eso no es cierto.

Ahora bien, écomo eliminar el error? Es decir, como usted se da cuenta, estamos
contando muchas veces la misma mano. Es decir, si uno tiene el 5 de corazdn, el 3
de trébol, el 4 de pique, el 7 de pique y el rey de diamante, una vez que uno tiene
las cartas en su poder, es indistinto el orden en el que las recibid. Por lo tanto, lo
gue uno tendria que hacer es averiguar cuantas veces uno esta contando la misma
mano.

Este es otro dato muy importante: no avance si siente que no entendid lo que dice
en el ultimo parrafo. Lo escribo de otra manera: de la forma en la que yo conté las
posibilidades de tener esas cinco cartas, el orden era importante. Por eso, lo que
tenemos que hacer para evitar contar tantas veces la misma mano es poder deducir
de cuantas formas las pudo haber obtenido.

Es decir, una vez que uno ya tiene las cartas en su poder, éde cuantas formas
pudieron haber llegado hasta mi?

Piénselo usted por las suyas. Créame que vale la pena. Es un ejercicio interesante
para la mente. Le propongo que lo reduzca a casos mas chicos, con menos cartas.
Por ejemplo, si hubiera nada mas que dos cartas. ¢Cudntas posibilidades habria? Si
las cartas fueran 10 de pique y rey de corazon, en ese caso, uno podria haberlas

recibido asi:
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e primero el 10 de pique y luego el rey de corazoén. O bien,

e primero el rey de corazén y luego el 10 de pique.

O sea, hay dos formas posibles.
Si fueran tres cartas, digamos 10 de pique, rey de corazén y 5 de trébol, en ese
caso habria... (contémoslas juntos):

e 10 de pique, rey de corazéon y 5 de trébol

e 10 de pique, 5 de trébol y rey de corazdn

e rey de corazén, 10 de pique y 5 de trébol

e rey de corazén, 5 de trébol y 10 de pique

e 5 de trébol, 10 de pique y rey de corazdn

e 5 de trébol, rey de corazén y 10 de pique

Es decir, en total, hay seis formas posibles. ¢Cémo podria hacer para contar todas
estas posibilidades sin tener que hacer una lista con ellas?
Uno podria pensar asi: para la primera carta hay tres posibilidades. Una vez elegida

la primera, para la segunda quedan dos posibles cartas. Luego, hay en total

3 x 2 = 6 posibilidades.

Y, por ultimo, la tercera carta queda ya determinada porque es la Unica que no elegi
hasta aca.

Entonces, como se ve, de esta forma aparecen 3 x 2 = 6 posibles formas, que es lo
que estaba buscando.

Hagamoslo ahora con 4 cartas. Entonces, para la primera hay 4 posibilidades. Para

la segunda hay 3. Luego en total (hasta acd) hay

4 x 3 (= 12) casos

Para la tercera, hay ahora sélo 2 posibilidades. O sea,

4x3x2(=24)
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Y, por ultimo, la cuarta carta queda ya determinada, por lo que en total hay
4 x 3 X 2 = 24 casos posibles.
Y ahora si, puedo analizar el caso que me interesaba originalmente, o sea, cuando
uno tiene cinco cartas.
Cinco para la primera, cuatro para la segunda, tres para la tercera, dos para la

cuarta y la ultima queda determinada por las anteriores. En total:

X4x3x2x1=120

Moraleja: Hay 120 maneras de haber recibido las 5
cartas. O sea, 120 posibles 6rdenes distintos de haberlas

recibido.

En consecuencia, al quitar el orden de recepcion de las cartas, estamos contando
120 veces cada mano.

Por lo tanto, el total posible de casos hay que dividirlo por 120.

Y eso se hace asi.

Todos los casos posibles eran:

52 x51 x50x49 x48 = 311.875.200.

Ahora, divido este numero por

120: 311.875.200/120 = 2.598.960%

42 El nimero 2.598.960, que se obtiene de dividir 311.875.200 por 120, es uno de los niumeros a los que se llama

COMBINATORIQOS vy resulta de hacer la siguiente operacién:

o2
L ]
521/((52-5)!5!) = 521/47!5! y la notacion que se usa es:
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esto, justamente, concluye el problema. Hemos logrado responder la pregunta
original. Se trataba de poder calcular cuantas posibles manos de cinco cartas puede
uno recibir de un mazo de 52, por ejemplo, si uno esta por jugar al poker.

En ese caso, la respuesta es: 2.598.960 manos posibles.

Ahora lo dejo a usted para que siga jugando, pero antes le agrego una pregunta

mas: écuantas manos posibles contienen a los cuatro ases?

Solucidén a ¢Cuantas combinaciones de cinco cartas...?”
Fijese que de las cinco cartas que usted ya tiene que tener en la mano, 4 ya estan
determinadas: los cuatro ases. Y el mazo, que originalmente tiene 52 cartas, ahora
tiene 48. Es decir, la quinta carta puede ser cualquiera de las 48 restantes. Por lo
tanto, hay i48 maneras de tener los cuatro ases en la mano!
Si quiere calcular la probabilidad de que le toquen en suerte los cuatro ases, haga la

siguiente cuenta:

48/2.598.960 = 0,000018469,

que es casi 1 en 50.000. iSuerte!

3. ¢Cuantas formas hay de mezclar ese mismo mazo?

Recién dedujimos que hay casi 2.600.000 manos posibles de cinco cartas entre un
mazo de 52. Quiero cambiar la pregunta ahora: ¢y si uno quiere contar de cuantas
maneras diferentes se puede mezclar el mazo?

Es decir, cuando uno va a jugar a las cartas con un mazo de 52 naipes, ¢de cuantas
formas posibles pueden quedar distribuidas las cartas?

Una observacion: en el ejemplo en donde contdbamos el nimero posible de manos
de cinco cartas que se pueden obtener entre un total de 52, el orden era
irrelevante; en el caso que ahora queremos resolver, el orden SI importa, iy mucho!
De manera tal que se trata de contar de cuantas formas posibles se puede mezclar

un mazo de 52 cartas.
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Solucidén a ¢Cuantas formas hay de mezclar...?”

Como ahora si importa el orden, entonces para la primera carta (la carta que va a
estar arriba del mazo) hay 52 posibilidades. Para cada una de esas posibles
elecciones de la primera carta hay 51 posibles para ocupar el segundo lugar. Luego,

hasta alli tenemos

52 x 51 =

formas. Y tal como hicimos en el ejemplo anterior, uno sigue multiplicando en orden
decreciente todos los nUmeros desde el 52 hasta el 1.

O sea, el resultado que buscamos es:

52 x51x50x49x48 x47 X..X9x8x7x6x5%x4x3x2x1

Este nimero, tal como hemos visto en el episodio 1 de Matematica... ¢estas ahi?, se
conoce con el nombre de “factorial de 52", y la notacion matematica que se usa es
52!

O sea,

52 x51x50x49 x48 x47 X..X9x8x7x6Xx5x4x3x2x1=52!

Pero aca me quiero detener un instante e invitarle a pensar conmigo: este nimero,
52!, es un numero muy, muy grande. Tanto que es un numero que se lo puede

pensar asi:

iiiUn numero 8 seguido de 67 (sesenta y siete) ceros!!!
Para escribirlo como corresponde, 52! es APROXIMADAMENTE 8 x 10%, o sea, lo
mismo, iiiun 8 seguido de 67 ceros!!!

Este nUmero es tan grande que es muy, muy, muy poco probable que si uno mezcla

las cartas en forma aleatoria, obtenga dos distribuciones iguales, aunque haya
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empezado a hacerlo cuando comenzé la humanidad y aparecié el primer hombre
arriba de la Tierra.
¢No le da la sensacion de que sabemos muy poco de los nUmeros grandes que nos

rodean? {Tenia usted idea de que esto era asi?

4. Usted, ¢sabe jugar al péker? (No se preocupe, no le hace falta)

Uno estd jugando al pdker (no se preocupe si no conoce las reglas; yo tampoco). De
todas formas, de un mazo de 52 cartas se reparten cinco por jugador. ¢(Cudantas
formas hay para elegir esas cinco cartas?*’

De acuerdo con lo que escribi anteriormente en el problema de pdaginas anteriores

52
[ s ] = 2,555 360

Ahora, quiero hacer (y tratar de contestar) algunas preguntas:

ya sabemos que hay

Mmaneras

e (Cudantas escaleras reales “maximas” hay? (llamo asi a la escalera real de
10, J, Q, Ky el as de un mismo palo). En este caso, no hay mucho para
pensar: como hay cuatro palos (corazén, diamante, pique y trébol) hay
solamente cuatro formas de obtener esa escalera real.

e (Cual es la probabilidad de tener esa escalera real? En este caso, como
hay 2.598.960 formas de tener cinco cartas en la mano, pero sélo cuatro
de ellas corresponden a escaleras reales, la probabilidad entonces se

calcula asi:

4/2.598.960 = (aprox.) 0,00000154.

Como se advierte, la probabilidad es muy baja. Dicho de otra manera, si

uno va a apostar hay 649.739 chances contra 1 de que aparezca la

*3 En realidad, uno puede deshacerse de algunas cartas y recibir otras al jugar al poker, pero lo que quiero contar
son las distintas combinaciones de cinco naipes que uno puede tener en una mano.
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escalera real (y este numero se obtiene dividiendo 2.598.960/4 =
649.740. Luego, en solo una de estas posibilidades hay esa escalera real).

e Contemos ahora el numero total de escaleras reales que se pueden
obtener. Una escalera real (pero no “maxima”) consiste en tener cinco
cartas consecutivas del mismo palo. Por ejemplo, as, 2, 3, 4 y 5 de pique,
06, 7, 8 9y 10 de corazén. Elijamos un palo cualquiera, écuantas
escaleras reales posibles hay? Contémoslas juntos. La que empieza en un
as (as, 2, 3, 4y 5), la que empieza en un 2 (2, 3, 4, 5y 6), la que
empieza en 3, etc. La ultima, es la que llamo escalera real maxima (la que
empieza en 10: 10, J, Q, Ky as). Como hay en total 10 escaleras por palo
y hay cuatro palos, se tienen 40 posibles escaleras (incluyendo las
escaleras reales). Si uno no quiere incluir las maximas, entonces hay 36.

e (Cudl es la probabilidad de sacar una escalera real cualquiera? Como
antes, lo que hay que hacer es dividir las 36 potenciales escaleras, por
2.598.960. En este caso, el nUmero que resulta es (aprox.): 0,0000139, o
sea, hay una cada 71.942 manos.

e (Y qué pasa si uno quiere contar las escaleras comunes, en las que las
cartas no tengan que ser todas del mismo palo? Por ejemplo, podria tener
un as de pique, un dos de trébol, un tres de trébol, un cuatro de corazén y
un cinco de diamantes. Como indiqué mas arriba, hay 10 formas posibles
de formar escaleras. Cada una de las cinco cartas que aparece en la
escalera puede ser de cualquier palo. O sea, hay cuatro posibilidades para
la primera carta, cuatro para la segunda, tercera, cuarta y quinta. Y como
uno puede combinar todas estas de la forma que quiera, hay 4 x4 x4 x 4
X 4 = 4° = 1.024. Pero en total, como hay diez variantes posibles de
escalera, entonces hay que multiplicar por 10, y se tienen 10 x 1.024 =
10.240 posibles escaleras no necesariamente del mismo palo.*

e Para terminar el andlisis de las escaleras, si uno quiere averiguar la
probabilidad de tener una escalera cualquiera (incluyendo las reales y

maximas reales), lo que puede hacer es dividir las 10.240 posibles por

44 Sj bien no son necesariamente todas del mismo palo, las que lo son, estan incluidas. Por lo tanto, si uno quisiera
excluirlas explicitamente, lo que uno podria hacer es restar las reales y las que son todas del mismo palo vy listo.
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2.598.960, y obtiene 0,00394004 o lo que es lo mismo que decir que hay
una cada 254 manos.

¢Cuantas formas hay de tener un poker en la mano? Contemos cuantas
formas hay. Se trata de contar de cuantas formas posibles se pueden
tener las cuatro cartas del mismo numero. En principio, la/lo invito a
elegir poker de un cierto nimero cualquiera; digamos, un poker de 4.
Entonces, {de cuantas formas se puede tener un pdker de 4? Piénselo por
un instante, pero va a advertir muy rapido que lo Unico que puede variar
es la quinta carta. O sea, quedan (52 - 4) = 48 cartas para elegir. Es
decir, uno tiene 48 formas de tener un pdker de 4. Pero también hay 48
formas de tener un poker de 6 o de 3, o de cualquiera. O sea, para cada
nimero que uno elija para tener un pdker (y hay 13 posibles), cada uno
de ellos puede combinarse con 48 cartas distintas. En definitiva, hay 13 x
48 = 624 formas diferentes de obtener pdker en la mano.

¢Cual es la probabilidad de tener un pdker? Este nUmero resulta de dividir
624 por 2.598.960, que es igual (aproximadamente) a 0,00024. En
consecuencia, si va a apostar, las chances son de 4.164 a 1 (si uno divide
2.598.960 por 624, obtiene 4.165. Luego, de cada 4.165 posibles manos,
hay solamente una que contiene un pdker).

¢Cuantas formas hay de tener full? (tres de un niumero y dos de otro entre
las cinco cartas). Empiezo contando cuantos posibles pares hay. Como hay
13 posibles cartas, hay 13 posibles formas de tener pares: dos ases, dos
numeros dos, dos numeros tres, dos numeros cuatro, dos reyes, etc. Sin

embargo, hay

= 6 formas de elegir el par entre los cuatro posibles palos: (trébol,
corazon), (trébol, pique), (trébol, diamante), (corazén, pique), (corazon,
diamante) y (pique, diamante) (&). Luego hay 13 x 6 = 78 (*) formas de

elegir el par. Contemos ahora los triples (o ternas o piernas). Hay 12
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posibles nimeros (porque el que integra el par no puede ser elegido).

Pero hay

formas de elegir los tres palos que intervienen en la terna: (trébol,
corazon, diamante), (trébol, corazdén, pique), (trébol, diamante, pique) y
(corazoén, diamante, pique). Por otro lado, como hay 12 formas de elegir
el numero (ya que el que elegimos para el par no se puede volver a usar),
se tienen: 12 x 4 = 48 (**) posibles triples. Juntando toda esta
informacién (la que figura en (*) y (**)), hay 78 x 48 = 3.744 formas de
tener un full.

e (Cual es la probabilidad de sacar un full? Todo lo que hay que hacer, es
dividir 3.744/2.598.960 = 0,0014 (aprox.). Es decir, 0,14% de las veces
uno deberia obtener un full. Y para completar, las chances son 693 a 1.

e ¢(Cuantas formas posibles hay de tener color? Es decir, éde cuantas formas

posibles uno puede tener las cinco cartas del mismo palo? Hay

[13}
=1.787
5

formas de tener cinco cartas de un cierto palo, pero como hay cuatro
palos distintos, hay 4 x (1.287) = 5.148 formas de obtener cinco cartas
del mismo palo. De todas formas, de éstas uno quiere restar las 40 que
corresponden a las escaleras (incluidas las reales). Luego, en total, hay
5.148 - 40 = 5.108 formas posibles de tener una mano con las cinco
cartas del mismo palo.

e (Cual es, entonces, la probabilidad de sacar color en una mano de pdker
—que no sea unha escalera —? Basta dividir 5.108/2.598.960 = (aprox.)
0,0020, es decir, 1 en 500 posibilidades.
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¢Cuantas formas hay de obtener escaleras comunes? (o sea, escaleras en
donde las cinco cartas son consecutivas pero no necesariamente del
mismo palo). Para contestar esta pregunta, fijese que si uno elige la carta
mas alta (o la mas baja), el resto queda automaticamente determinado.
Por ejemplo, si la carta mas alta es un 7, entonces las otras cuatro tienen
que ser 6, 5, 4 y 3. Lo mismo si es un 10 la mas alta. Las otras tienen que
ser 9, 8, 7 y 6. La Unica excepcidon es si la carta mas alta es un as, en
cuyo caso, las otras cuatro son K, Q, J y 10. ¢De cuantas formas se puede
elegir el nUmero mas alto? De 10 maneras. éPor qué? Porque la carta mas
alta no puede ser ni un 4 ni un 3 ni un 2 porque no alcanzan las cartas
para abajo. Luego, en total hay 10 formas de elegir la carta mas alta. Pero
esta carta puede ser de cualquier palo, y como hay cuatro palos distintos,
uno puede decir que hay 4 posibles palos para la primera carta, 4 para la
segunda, 4 para la tercera, para la cuarta y para la quinta. En total, hay 4
X4Xx4x4x4=4=1.024 de elegir los palos. Y hay 10 formas de elegir
la primera carta. Luego, en total, hay 10 x 1.024 = 10.240 formas de
elegir una escalera de todos los posibles palos. Pero como yo quiero
excluir las escaleras que estén formadas por cartas todas del mismo palo
(que eran 40) en total hay 10.200.

éCual es la probabilidad, entonces, de obtener una de estas escaleras
comunes? La probabilidad se calcula dividiendo 10.200/2.598.960 =
(aprox.) 0,0039, es decir, 1 en 255 manos.

¢Cuantas formas hay de obtener tres cartas del mismo nimero? (lo que
nosotros Ilamamos una pierna). Por un lado, hay que elegir cudl de los
numeros sera el que aparezca tres veces. Hay 13 nameros posibles (del as
hasta el rey o K). Pero de cada uno hay cuatro formas de elegir los palos,
como se ve en el caso de cuantas formas hay de tener un pdker en la
mano. O sea, la pierna se puede elegir de 13 x 4 = 52 formas. Ahora
quedan dos cartas mas para elegir. Como en total hay 52 cartas y hay
cuatro que quedan excluidas (las tres de la pierna mas la otra carta con el
mismo numero que no podemos elegir porque si no, seria un pdker). O

sea, hay que elegir dos cartas entre las 52 - 4 = 48 (*) restantes. Una vez
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gue elijo una de esas 48, hay tres que no puedo elegir (iguales a la carta
que elegi). Por ejemplo, si elijo un 7 de corazdn, entonces no puedo elegir
ninguno de los tres restantes 7 (el de pique, trébol o diamante). En
consecuencia, quedan 44 cartas para elegir la quinta que me hace falta.
Pareciera que en principio hay 48 x 44 = 2.112 posibilidades para la
cuarta y quinta carta, pero en realidad el orden en el que las elija no
interesa, o sea, que elegir el 7 de corazén y el 4 de trébol es igual que si
eligiera el 4 de trébol y el 7 de corazén. O sea, estoy contando dos veces
cada par si cuento 2.112. Para evitar este problema, lo que hay que hacer
es dividir por 2 ese nimero, y se obtiene: 2.112/2 = 1.056 (**). En
definitiva, ahora tengo todos los datos: para poder calcular cuantas
posibles piernas es posible recibir hay que multiplicar las 52 formas que
aparecen en (*) por las 1.056 (que aparecen en (**)). Es decir: 52 x
1.056 = 54.912 es el numero total de piernas posibles.

¢Cual es la probabilidad de conseguir una pierna? Sélo hay que dividir
54,912 / 2.598.960 = (aprox.) 0,021129, que representa (aprox.
también) un 2,11% de posibilidades. Por lo tanto, como 2.598.960/54.912
es igual a 47,33, entonces, las chances de que aparezca una pierna son
46 a 1 (aproximadamente).

¢éCuantas formas hay de obtener dos pares de cartas iguales? Para este
calculo necesito que me siga con algunas reflexiones. En principio, hay
que elegir los dos nimeros que formaran el par. éDe cuantas formas se
puede hacer esto? Hay 13 numeros de donde elegir dos, y la manera de

contar todas las formas de hacerlo es el nimero combinatorio

(o

Quiero hacer notar acd que hay que excluir el caso en el que los cuatro
sean iguales porque, aunque técnicamente serian dos pares, entrarian en
la categoria de ser un pdker y no dos pares. Por otro lado, cada par tiene

seis posibles elecciones de dos palos (tal como vimos en (&) en el punto
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sobre cuantas formas hay de tener un full). Pero como cada una de las
seis elecciones de palos para el primer nUmero se pueden combinar con
las seis elecciones de palos para el sequndo numero, se tiene, en general,
36 casos posibles. Moraleja: Si se tratara SOLAMENTE de elegir dos pares,
0 sea, si no hubiera una quinta carta, entonces hay 78 x 6 x 6 = 78 x 36
= 2.808 posibilidades. Pero todavia falta elegir la ultima carta. Lo que hay
que calcular es écuantas cartas posibles hay en el mazo que puedan
acompafar a los dos pares? Tal como usted intuye, de las 52 cartas hay
que eliminar las ocho que integran potencialmente los dos pares, por lo
que quedan en total 52 - 8 = 44 cartas. Para terminar, entonces, hay
2.808 x 44 = 123.552 posibles maneras de elegir dos pares entre las 52
cartas.

¢Cual es la probabilidad de que salgan dos pares entre las cinco cartas?
Como en todos los otros casos, todo lo que hay que hacer es dividir
123.552/2.598.960 = 0,04754 (aproximadamente), o sea un 4,75% de
las veces. Por ultimo, écudntas formas posibles hay de tener en una mano
de cinco cartas exactamente un par? Hay 13 numeros posibles, pero tal
como vimos hay seis formas de elegir cada par. O sea, 13 x 6 = 78. Ahora
hay que elegir tres cartas mas, entre las 48 que quedan. Normalmente,

uno tenderia a utilizar el combinatorio

13

2
para seleccionar esas tres cartas. Pero si lo hiciera, cometeria un error
(écudl?). Es que uno no puede elegir tres cartas cualesquiera de las 48
gue quedan porque en particular incluiria ternas, con lo cual en lugar de

tener EXACTAMENTE un par, tendria un full, o bien, podria incluir otro par,

en cuyo caso no estaria contando lo que

Y
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quiere. Por eso es que elegir el combinatorio cuenta muchos casos de
mas. Para hacerlo correctamente, lo que uno tiene, una vez elegido el
nimero con el que formara el par, es que quedan 12 cartas (o numeros).
De esos 12, uno quiere elegir tres nimeros distintos (justamente, para

evitar otros pares y los potenciales full). Luego, lo que hay que hacer es

[IEJ
=220
3

que cuenta cuantas formas diferentes hay de seleccionar tres cartas

usar el combinatorio

distintas. Pero cada una de estas cartas puede ser elegida de un palo
distinto. Y hay cuatro palos. Entonces, cada una de las tres cartas hay que
contarla 4 veces. En definitiva, uno tiene 220 x 4 x 4 x 4 = 14.080. Este
nimero cuenta la cantidad de tres cartas distintas que uno puede elegir
de las 48 que quedan. Todavia hay que multiplicar estas 14.080
posibilidades por las 78 formas que habia de elegir cada par. En definitiva,
se tiene 14.080 x 78 = 1.098.240. Finalmente, este niumero (1.098.240)
cuenta el nimero de formas que hay de obtener exactamente un par
entre cinco cartas elegidas de las 52 originales.

e (Cual es la probabilidad de tener un par exactamente? Hay que dividir
1.098.240/2.598.960 = 0,42257 (aprox.), lo que implica que hay un poco
mas de un 42% de posibilidades de tener un par al repartir cinco cartas.

5. Olivia y la matemagica

Olivia Crotts vive en un pequefio pueblo en los Estados Unidos. Se Illama
Washington, pero no es el Washington capital que usted esta acostumbrado a
escuchar. No. Este pueblo, que no llega a los 14 mil habitantes, queda en Illinois, a
unos 250 kildmetros al sudoeste de Chicago. Olivia tiene 14 afnos. Nacié en China,
pero ahora vive alli. Una noche, cenando con Dale, Laura y Gary, sus padres y tio,
respectivamente, sacé un mazo de cartas y me dijo que me haria un juego que

involucraba magia y matematica. Ella sabia cdmo hacerlo pero no sabia por qué
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funcionaba, y por eso me propuso que lo pensaramos juntos. Y eso hicimos. Lo que
sigue, entonces, es un poco de “matemagica”. Aca va.

Primero voy a contar un ejemplo del juego y mas adelante lo voy a proponer en
general. Olivia mezcl6 bien las 52 cartas y me las entregd. Me dijo que eligiera (sin
mostrarselas a ella) tres cartas cualesquiera, que no fueran figuras. Es decir, me
pedia que obviara las J, las Q y las K (“caballeros o jacos”, “damas” y “reyes”). O
sea, tenia que elegir tres cartas cualesquiera que tuvieran algun numero, incluido
los ases, que representan al nimero 1.

Yo elegi un 6, un 7 y un 9.

El segundo paso consistia en que yo, mirando el nimero de cada carta, armara tres
pilas de naipes encima de cada una de ellas, siguiendo estas reglas:

e Arriba del 6 debia poner 7 = (13 - 6) cartas. O sea, me pedia que eligiera
siete naipes del mazo y los pusiera encima del 6. En total, en esa pila,
quedaron ocho cartas, ya que incluyo al 6.

e Arriba del 7 debia poner 6 = (13 - 7) cartas. O sea, me pedia que eligiera
seis naipes del mazo y los pusiera encima del 7. En total, en esa pila
quedaron siete cartas, ya que incluyo al 7.

e Arriba del 9 debia poner 4 = (13 - 9) cartas. O sea, me pedia que eligiera
cuatro naipes del mazo y los debia poner encima del 9. En total, en esa

pila quedaron cinco cartas, ya que incluyo al 9.

En resumen, necesité usar ocho cartas para la primera pila, siete para la segunda y

cinco para la tercera. En total, sumando las cartas de las tres pilas habia

(8 + 7 +5) = 20 cartas.
Como en un mazo hay 52 cartas, quedaron sin usar 32. Me pidid que se las
entregara. Hasta ese momento, ella sélo recibié las cartas que le di, sin contarlas ni

mirar cuales eran. Delante de mi, entonces, contd y separd diez cartas cualesquiera

y dijo que no las necesitaba. Se quedd entonces con 22 cartas en la mano.
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Me dijo que eligiera dos de las pilas y que sumara los nimeros de las cartas que
estaban abajo de todo. Yo elegi las pilas que contenian al 6 y al 9. Los sumé y me
dio 15.

Alli si, me pididé que le dijera el nimero que me habia dado. Cuando le dije 15, ella
tomo las cartas que tenia en la mano (las 22) y separd 15 naipes. Contd las cartas
qgue le quedaban aun. Y me dijo: el nUmero que quedd abajo en la Ultima pila era un
i7!

Como efectivamente era un 7 me pidié entonces que yo dedujera como habia hecho
ella para descubrir este 7 y una vez que lo descubriera queria que pensaramos
juntos por qué funciona.

Olivia y yo nos quedamos pensando no sélo por qué habian quedado justo siete
cartas en ese ejemplo (que era el numero que faltaba), sino por qué habria de

servir en cualquier caso y codmo explicarlo. Ahora le toca a usted.

Solucidén a “Olivia y la matemagica”
Escribo lo que pensamos juntos con Olivia. Veamos por qué funciona en el caso de
las cartas que yo habia elegido: un 6, un 7 y un 9.
Si usted lee lo que ella me pidié que hiciera, quedaron conformadas tres pilas. Cada
pila tenia (respectivamente) ocho, siete y cinco cartas. éCémo determinamos qué
cantidad de cartas iria en cada pila? Revise lo que ella me pidid6 que hiciera y vera
que:
e En la pila que tenia al nUumero 6 abajo, quedaron (14 - 6) cartas. Si: (14 -
6) cartas, porque si bien ella me pedia que pusiera (13 - 6) cartas arriba
de ese 6, al incluir al 6, quedan (14 - 6). O sea, ocho cartas.
e En la pila que tenia al numero 7 abajo —usando el mismo argumento—
quedaron (14 - 7) cartas. O sea, siete naipes.
e Finalmente, en la pila que tenia al nimero 5 debajo de todo, quedaron (14

- 5) cartas. O sea, nueve naipes.
Por lo tanto, si sumamos las cartas que hay en las tres pilas, hay 8 + 7 + 5 = 20

cartas. Como en un mazo hay 52 cartas, yo le di a Olivia 32. Ella separ6 10 (que no

habria de usar) y se quedo con 22.
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Acd, le invito a que se detenga un instante. Note que este nUmero 22 es justamente

la suma de las tres cartas que figuran debajo de cada pila:

6+7+9=22

Luego, en el momento en que yo elija cualesquiera dos de esos numeros, los sume
y se los haga conocer, todo lo que ella tiene que hacer es contar ese nUmero de
cartas, y las que le sobran en la mano representan al nUmero que falta. ¢Por qué
pasa esto?
Eso pasa porque yo usé 20 cartas, le di 32, ella separé 10 que no habria de usar, y
se quedd con 22. Justamente 22 es la suma de las tres cartas que yo habia
separado. Luego, cuando yo elijo dos cualesquiera, las sumo y le digo el resultado,
ella puede deducir inmediatamente (restando) cudl es la carta que falta, y eso
resuelve el problema.
Uno podria preguntarse: ¢y en el caso general? Si los niumeros que elijo no son 6, 7
y 9, éfunciona igual? La respuesta es que si, y le pido que me acompaie y lo
comprobamos juntos.
Voy a llamar a, b y c a los tres nUmeros de las cartas que elijo.
De acuerdo con las reglas que me planteé Olivia, uno descubre que:

e La pila que tiene a la carta a debajo de todo, tiene (14 - a) cartas en total.

e La pila que tiene a la carta b debajo de todo, tiene (14 - b) cartas en total.

e La pila que tiene a la carta ¢ debajo de todo, tiene (14 - c) cartas en total.

Eso dice que el total de cartas entre las tres pilas es:

(14-a)+ (14-b)+ (14-c)=42-(a+b +0)

Luego, como en un mazo hay 52 cartas y yo le tengo que entregar a Olivia las que

no usé, resultan ser:

52-(42-(a+b+c)=10+(a+ b +c)
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Cuando Olivia cuenta 10 cartas y las retira, se queda entonces con

(a + b + ¢) cartas en la mano.

Y de aqui a la solucidon hay un solo paso. No bien ella me pide que yo elija dos de
las cartas (digamos que elijo a y c), que las sume (a + c¢) y le diga el resultado,
todo lo que ella tiene que hacer es contar (a + c) cartas de las que tiene, y el
numero de cartas que le sobran es exactamente b.

En el caso particular del ejemplo que planteé mas arriba, yo habia elegido los

numeros 6, 7 y 9. Por lo tanto, es como si le pusiéramos un valor a cada letra:

a=6,b=7yc=9

Ahora, si uno se quiere convencer de por qué funciona, basta con reemplazar cada

letra por ese valor vy listo.

Moraleja: Olivia sabia que en alguna parte estaba escondida la
matematica que explicaba por qué funcionaba lo que ella hacia
automaticamente. Lo que queria era sorprenderme con un truco que
parecia de magia. O mejor dicho, de matemagica. Y no cedi6 en el

intento hasta descubrir por qué. Hasta que lo logré.

Capitulo 4
Azar y probabilidades

Contenido:

1. Los dados y el azar
¢Qué es el azar?
Cuatro bolitas de colores

Medias blancas y negras

v p LN

5 Generalizacion del problema de las medias blancas y negras
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6. ¢(Quién paga la comida?
7. Un problema precioso sobre probabilidades

8. ¢Es justa esta decision?

1. Los dados y el azar

Quiero proponerle pensar algo muy especifico de la Teoria de Probabilidades.
Especifico y muy util.

"Si p es la probabilidad de que suceda un evento, entonces (1 - p) es la
probabilidad de que ese mismo evento no suceda.”

¢Qué quiere decir esto? Lo que sucede es que si p es la probabilidad de que suceda

algo, y llamo q a la probabilidad de que este mismo evento no suceda, entonces,

pt+tg=1

ya que la probabilidad de que el evento suceda o no suceda es 100%, es decir, 1.

De esto se deduce que

q=1-p

Es decir, si uno quiere calcular la probabilidad de que algo no suceda, lo que puede
hacer es calcular la probabilidad de que si pase y luego restar ese numero del
ndmero uno.

Por ejemplo, si usted quisiera calcular la probabilidad de que al tirar un dado no
salga un as, lo que uno podria hacer es calcular la probabilidad de que si salga un

as (que resulta ser 1/6), y luego, restar este niumero del nimero 1:
1-1/6 =5/6
Es decir, la probabilidad de que no salga un as al tirar un dado es 5/6.

Esta herramienta para calcular probabilidades es muy poderosa y la/lo invito a que

la tenga en cuenta para resolver los dos problemas que siguen.
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Problema 1
Supongamos que uno tiene cuatro dados en la mano. Los arroja sobre la mesa.

¢Cudl es la probabilidad de sacar al menos un as?*

Problema 2

¢Cuantas veces es necesario tirar un par de dados de manera tal de que sea mas
probable que salga un par de ases de que NO salga? Es decir, écuantas veces sera
necesario arrojar esos dos dados para que la probabilidad de que salgan dos ases
sea mayor que 1/27?

Son dos problemas con distintos grados de complejidad, pero le sugiero que los
piense y les dedique un rato antes de cotejar las soluciones. Vale mucho mas la
pena invertir el tiempo en pensar una solucién (aunque uno no la consiga) que

leerla y sacarse (supuestamente) una carga de encima.

Solucién del problema 1

Como vimos al principio de esta historia, si usted quisiera calcular la probabilidad de
sacar al menos un as al tirar cuatro dados, lo que podria hacer es calcular primero
la probabilidad de no sacar ningun as (al tirar estos dados). Supongamos que esa
probabilidad es p.

Ahora sabemos que si calculo

(1-p)

entonces, este numero resulta ser la probabilidad de que si salga un as, o sea, es
exactamente lo que queremos averiguar.

Como la probabilidad de no sacar un as cuando uno tira un dado es 5/6, entonces,
la probabilidad de no sacar un as al tirar cuatro dados es (cuatro veces el producto
5/6). O sea

(5/6)* = 625/1.296 = 0,482

45 La palabra "as” estd referida al nimero 1 en los dados (y también en las cartas o naipes).
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Luego, la probabilidad de si sacar un as al tirar cuatro dados es:
1-0,482 =0,518

Entonces, eso significa que si uno tira cuatro dados mil veces, uno tiene derecho a
esperar que salga al menos un as, 518 veces, y no obtener ningun as, en 482
oportunidades.
Es decir, si uno jugara a este juego (al de tirar cuatro dados) en el que uno gana si
sale al menos un as, y pierde si no, a la larga, ganaria mas veces de las que
perderia.
Si uno quiere calcular cual es la probabilidad de que salga un par de ases al tirar
dos dados puede usar la siguiente estrategia.
Al tirar un dado hay seis posibles resultados: 1, 2, 3, 4, 5y 6.
De todos ellos es solamente favorable un caso (cuando sale el nUmero 1 en cada
uno de los dos dados). O sea, la probabilidad es 1/6.
Pero, por otro lado, como voy a tirar dos dados al mismo tiempo, los casos posibles
son 36 (6 x 6), mientras que hay UN SOLO CASO FAVORABLE: que salga un as en
cada dado.
Luego, la probabilidad de que salga un par de ases al tirar un par de dados una vez,
es 1/36 = 0,028.
Si ahora uno quiere calcular cudl es la probabilidad de que salga un doble as al tirar
dos veces un par de dados, entonces esta probabilidad es:

(1 - (probabilidad de que no salga un doble as en dos tiradas)) = (1 - (35/36 x

35/36)) = 71/1.296 = 0,055

Note que la probabilidad de que salga un doble as en dos tiradas no es
1/36 x 1/36.
Esta es la probabilidad de que salga un doble as en ambas tiradas.

En cambio, la probabilidad que me interesa a mi (y a usted si esta siguiendo esto)

es calcular la probabilidad de que salga al menos un doble as al tirar dos veces dos
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dados, lo que incluye que pueda aparecer un doble as las dos veces que tiramos los
dos dados. Se trata de estimar, entonces, la probabilidad de que salga un doble as
en alguna de las dos tiradas que voy a hacer, no de que salga un doble as en ambas
tiradas.)

¢Y si tiramos tres veces los dos dados?

Entonces, igual que antes, lo que hay que calcular es:

(1 - (35/36)%) = 3.781/46.656 = 0,081

Como es posible advertir, cuantas mas veces uno tira el dado aumenta la
probabilidad de que aparezca un doble as.

e 0,028 con una tirada

e 0,055 con dos tiradas

e 0,081 con tres tiradas.

En consecuencia, la pregunta original puede ser reescrita asi: ¢después de cuantas
tiradas de dos dados cada vez, la probabilidad de que salga un par de ases es
mayor que 1/2?

(Queremos calcular este numero porque saberlo nos indicard cuantas veces
tenemos que tirar dos dados para que la probabilidad de que salgan dos ases en
alguna de esas tiradas sea mayor que 1/2; o sea, mas que un 50%.)

Pascal*®

calculd correctamente que la respuesta es 25 veces. Es decir, si uno tira el
par de dados 24 veces, la probabilidad de que no salga un par de ases es mayor de
que si salga (un par de ases). Sin embargo, si uno tirara 25 veces un par de dados,
la probabilidad de que salgan dos ases es mayor que 1/2 (o sea, mayor que un

50%).

2. ¢Qué es el azar?

46 Blaise Pascal fue un matematico francés a quien se considera el cofundador de la Teoria de Probabilidades con
otro francés, el abogado Pierre de Fermat.

47 Lo que hizo Pascal, fue plantear y resolver la "inecuacion” 1 - (35/36)" > 1/2. Es decir, Pascal buscd encontrar
cual es el primer nimero natural (entero positivo) "n”, de manera tal que haga verdadera esa inecuacién y dedujo
que era 25. O sea, 1 - (35/36)*° > 1/2.
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Si yo le pidiera que definiera lo que significa el azar, équé diria? No se apure en leer
lo que sigue. Trate de pensar qué es lo que usted cree que es el azar. En todo caso,
la/lo estoy invitando a reflexionar. Es una palabra muy conocida (y usada) por
todos, pero no estoy tan seguro de que tengamos una buena definiciéon de lo que
es.

No pretendo replicar acd algo que se puede buscar en cualquier enciclopedia,
diccionario o en Internet, pero si quiero compartir algunas experiencias para
mostrar como la percepcién que tenemos los humanos de lo que es el azar no
necesariamente es uniforme o universal.

Voy a empezar con un experimento que realizd el doctor Theodore P. Hill, profesor
en el Instituto de Tecnologia de Georgia.*® Hill les pidi6 a los estudiantes de
matematica de su curso que hicieran el siguiente trabajo en sus casas:

“Tomen una moneda y arrdjenla al aire 200 (doscientas) veces. Anoten la sucesion
de resultados que van obteniendo (en caras y cecas, obviamente). Sin embargo, si
no tienen ganas de arrojar la moneda al aire, me alcanza con que simulen haberlo

hecho y anoten lo que les parece que podria darles.”

No parecia una tarea muy dificil. Al dia siguiente, los alumnos entregaron las hojas
con las distintas sucesiones de caras y cecas que cada uno de ellos habia obtenido.
Hill los fue nombrando a uno por uno mientras leia el papel que le habian entregado
y casi sin error podia detectar quién habia hecho el experimento tirando
efectivamente la moneda al aire 200 veces y quién no.

¢Cémo podia saberlo? Por supuesto, y antes de avanzar, esta claro que cualquier
sucesion que le fuera entregada ES una sucesion posible de 200 resultados posibles
entre caras y cecas. Pero lo que sucede es que hay ciertos patrones que es muy
probable que aparezcan al arrojar verdaderamente una moneda —que no son los
gue uno esperaria— vy, por lo tanto, los alumnos que inventaban el resultado no los
incluian. De esa forma, se estaban — casi — autoincriminando.

¢A qué me refiero? Yo voy a escribir aca abajo dos sucesiones de 100*° tiradas: una

la inventé yo.°° La otra se corresponde a un experimento real. Usé nimeros 1 para

“8 La difusién publica y masiva de la experiencia la hizo Malcolm W. Browne, en un articulo que publicé el 4 de
agosto de 1998 en el New York Times.
49 Elijo 100 tiradas en lugar de 200 simplemente por razones de espacio.
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indicar cada vez que salia cara y 0 para indicar para indicar que habia salido ceca.

Aca van:

10001 10010 10101 10110 00101
11001 10010 01110 10010 00110
01111 01001 00110 10001 11001
00110 10100 10001 10110 11100

10001 01100 01110 00110 00000
10111 10110 00100 00111 11001
10001 00000 01101 11101 11110
01101 11011 00010 01010 01111

Mirelos con detenimiento y decida cual le parece que es la falsa. Antes de que yo
escriba la respuesta, quiero escribir una explicacion que dio Hill en ese mismo
articulo: “La gente, en general, no tiene idea de lo que significa el azar. Por lo tanto,
cuando tiene que inventar datos, lo hacen de acuerdo con su creencia o percepcion.
En consecuencia, como es tan facil errar en lo que es azaroso, también me resulta
facil a mi descubrir quién se tomoé el trabajo de hacer realmente el experimento, y
quién, en su defecto, eligié imaginarlo”.

éPor qué? éCémo sabia Hill cudl era cada una? éLe alcanzé a usted con mirar las dos
secuencias que figuran mas arriba para sacar alguna conclusién? Lo mas probable
es que no, pero ahora quiero usar las probabilidades para socorrerlo.

Una caracteristica interesante (y muy utilizada en la vida) son las rachas. Es decir,
muchos “ceros” seguidos o0 muchos “unos”. Pensando en estas rachas, voy a contar
cada racha que aparece en las dos sucesiones de mas arriba. Por ejemplo, como la

primera empieza con

10001 10010 10101 10110...

0 La idea de hacer esta presentacion del problema les pertenece a Pablo Milrud y Pablo Coll. El crédito es para
ellos.

114 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

entonces, la sucesidon de rachas empieza asi:

13221111112,

ya que primero hay un “uno” solo, después le siguen “tres ceros”, después “dos
unos”, y asi siguiendo.

Luego, fijese ahora en lo que resulta escribir las dos secuencias de rachas:

1322111111212311322212311213224112122113321221111213212132

1311233326114123145223162141522131231211124

Mirando ahora estas dos Ultimas tiras de nimeros, écudl le parece mas factible de
ser la verdadera y cudl la falsa?

Por ejemplo, la tira de abajo, contiene dos numeros 6 y dos numeros 5. Eso se
corresponde a que en algun momento del proceso o bien salieron 6 caras o 6 cecas
seguidas, y en otra oportunidad, 5 caras o 5 cecas seguidas. En cambio, en la
primera tirada, eso no sucedio.

Justamente, estoy ahora en condiciones de preguntarle:

¢Usted diria que es alta o baja la probabilidad de que aparezcan o bien seis o0 mas
caras consecutivas o bien seis (0o mas) cecas consecutivas?

Intuyo su respuesta: “la probabilidad es bastante baja”. Es muy posible que ni usted
ni yo sepamos como explicar esto, pero la intuicidn que tenemos nos hace
sospechar que seis 0 mas caras o cecas consecutivas es poco probable que sucedan
en 100 tiradas. ¢Estd de acuerdo conmigo en esto? ¢O usted contestd algo
diferente?

Lo notable es que la probabilidad de que esto suceda es mucho mas alta de lo que
uno supone. La teoria indica que la probabilidad de tener rachas de 5 en una tirada
de 100 monedas es casi un 81%, rachas de 6 un 55% e incluso rachas de 7 son

bastante probables: casi un 33% (una tercera parte de las veces).
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La Teoria de Probabilidades muestra también que si uno tira una moneda 354
veces, la probabilidad de que aparezcan 10 caras o 10 cecas seguidas es mayor que
1/2 (mas que un 50% de posibilidades). Después de 512 tiradas, ese porcentaje
aumenta a un 63%. Y, por ultimo, si uno tirara una moneda 3.550 veces las
posibilidades de que salgan 10 caras o 10 cecas seguidas es de un 99,9%. Mas aun:
con 3.550 tiradas hay un 50% de chance de que estas rachas de 10 seguidas (caras
0 cecas) se reproduzcan al menos 5 veces.

Por eso, cuando uno va a un casino, y le dicen que en cierta mesa donde se esta
jugando a la ruleta salié cinco o seis o siete veces seguidas el color negro, uno tiene
la tendencia de intuir que ahora le toca al colorado. De hecho, cada tirada es
independiente y, por lo tanto, lo que pasé antes es irrelevante. Sin embargo, con el
afan de creer que uno es capaz de predecir el tal azar, somos capaces de no utilizar
los métodos a nuestro alcance (la Teoria de Probabilidades, por ejemplo) para
tomar una decisién mas educada. Y piense que en un casino las ruletas funcionan

muchas horas seguidas.

Otro angulo para entender

Otra forma de mirar el problema es la siguiente, que propusieron Pablo Milrud y
Pablo Coll. Tomemos las dos secuencias que figuran mas arriba y mirémoslas desde
otro lugar.

Mirando de a 1: Si tiro una moneda una sola vez, tengo dos resultados posibles,
cara o ceca (o 1 y 0) y cada uno de los dos tiene la misma probabilidad de ocurrir:
1/2. Pensemos la serie de 100 tiradas como si fueran 100 tiradas individuales, una
tras otra. En cada una de las 100 tiradas, la probabilidad de que salga es idéntica a
la probabilidad de que salga 0. Cabria esperar, entonces, que haya un numero
“parecido” de unos y ceros. (Pongo parecido entre comillas porque definir parecido
en forma rigurosa me llevaria a analisis estadisticos complicados que no quiero

abordar aca.)
00101110000010011101110101101100000010001 11

1000010111101001100101100110011011010001101
11111101101000

116 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

¢Cuantas veces aparece cada digito?
e 0: aparece 49 veces.

e 1: aparece 51 veces.

Mirando de a 2: Si tiro la moneda dos veces, ya tengo cuatro resultados posibles:
00, 01, 10 y 11. Nuevamente, todos tienen la misma probabilidad de ocurrir: 1/4.
Pensemos la serie de 100 tiradas como si fueran 50 secuencias de 2 tiradas cada
una. Como hay 4 posibles resultados para estas secuencias de 2 tiradas, cabria
entonces esperar que los 4 posibles resultados ocurran un numero “parecido” de

veces. Veamos:

0010111000001001110111010110110000001000110000101111
0100110010110011001101101000110111111101101000

¢Cuantas veces aparece cada posible secuencia de 2 tiradas?

e 00: aparece 15 veces.

e 01: aparece 08 veces.

e 10: aparece 11 veces.

e 11: aparece 16 veces.
Mirando de a 3: Al tirar la moneda tres veces, los resultados posibles son ocho:
000, 001, 010, 011, 100, 101, 110 y 111. Todos tienen la misma probabilidad de
ocurrir: 1/8. Pensando la serie de 100 tiradas como si fueran 33 secuencias de 3
tiradas cada una (mas una suelta), y como hay 8 posibles resultados para estas
secuencias de 3 tiradas, podemos nuevamente esperar que los 8 posibles resultados

ocurran un numero “parecido” de veces. Veamos:

001 011 100 000 100 111 011 101 011 011 000 000 100 011110 000 101 111 010
011 001 011 001 100 110 110100011011 1111101101000

¢Cuantas veces aparece cada posible secuencia de 3 tiradas?

e 000: aparece 4 veces.
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e 001: aparece 3 veces.
e 010: aparece 1 veces.
e 011: aparece 9 veces.
e 100: aparece 6 veces.
e 101: aparece 2 veces.
e 110: aparece 5 veces.

e 111: aparece 3 veces.

Fijese que estos resultados estan cerca de las 4 y pico apariciones que deberia tener
en promedio cada una de las ocho posibles secuencias de tres ceros y unos.

Mirando de a 5: Las secuencias de cinco tiradas de monedas tienen 32 resultados
posibles: 00000, 00001, 00010... hasta 11110 y 11111. Pensemos la serie de 100
tiradas como si fueran 20 secuencias de 5 tiradas cada una. Ya no pueden ocurrir
las 32 secuencias porque tenemos 20 casilleros, pero es muy probable que aparezca

alguna de las secuencias 00000 0 11111.

00101 11000 00100 11101 11010 11011 00000 01000 11110 00010 11110 10011
00101 10011 00110 11010 00110 11111 11011 01000

Hemos tenido “suerte” y tanto 00000 como 11111 aparecen una vez cada una.
Observe que aun en el caso de que no hubiéramos tenido esta suerte, y que
ninguno de los 20 casos hubiera resultado ser ni la 00000 ni la 11111, podria
todavia ocurrir que dos casos vecinos sean 00111 11001, apareciendo entre ambas
la secuencia 11111.

Conclusién: Lo que quiero mostrar con esta forma de observar el problema es que
la ocurrencia de rachas de cinco ceros o cinco unos en una serie de 100 no es tan
rara como uno podria pensar y que aun las de seis tampoco son raras. Hacer las
cuentas para precisar las palabras “rara” y “parecido” es algo mas técnico, pero la
idea era sugerir por donde se puede encarar este problema.

Por ultimo, situaciones como las que figuran mas arriba son las que usan aquellos
que estudian a los que quieren fraguar datos impositivos o fraudes equivalentes.

Quien tiene un ojo entrenado y sabe qué esperar es capaz de sospechar o detectar
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quiénes son los que entregan una declaracion viciada y quiénes no. Como siempre,
la matematica tiene mucho para decir y ensefiar al respecto.”!

Subnota: Fraguar el azar es algo extremadamente dificil. El tema merece una
elaboracion mayor, pero como dato muy interesante vaya una anécdota: aquellos
gue usan un iPod para escuchar musica saben que la pueden reproducir en forma
no programada. Es decir, el propio aparato elige al azar el orden de aparicion de las
canciones. El hecho es que muchos usuarios se quejaron ante Apple porque habia
una repeticién de canciones de los mismos albumes. Fue tal la presion que Steve
Jobs y su gente tuvieron que modificar su funciéon “random” de manera tal de que
se pareciera mas a lo que los humanos entendemos por azar. En algun sentido no
podemos tolerar las rachas, que son de alta probabilidad en cualquier proceso que

involucre muchas repeticiones.

3. Cuatro bolitas de colores

Se ponen cuatro bolitas dentro de una caja: una de color blanco, otra de color negro
y dos bolitas de color rojo.

Después de mezclar un tiempo, un sefor mete la mano en la caja y extrae dos de
las cuatro bolitas. Sin que nadie pueda ver dice: de las dos bolitas que saqué hay
una roja. ¢Cuadl es la probabilidad de que la otra bolita sea roja también?

Permitame hacerle una advertencia: el resultado correcto no es 1/3.

Solucién a “Cuatro bolitas de colores”
Las bolitas que estan dentro de la caja las voy a denominar asi:

e B = Blanca

e N = Negra
¢ R1 =Rojal
e R2 = Roja 2

Las posibilidades al extraer dos bolitas son las siguientes:
e BYyN

51 En el episodio 3 de Matemética... ¢estas ahi?, en la pagina 78-79, hay una historia que inspird lo que se lee aqui.

119 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

e ByR2
e NyR1
e NyR2
e R1yR2

Esos son TODOS los posibles pares de bolitas que se pueden extraer. Dicho esto,
como el sefior anuncia que una de las bolitas es roja, entonces, eso excluye que en
la mano tenga la combinacion BN.

Sin embargo, debe tener alguna de estas cinco posibilidades:

BR1 - BR2 - NR1 - NR2 - R1R2

Por lo tanto, para calcular la probabilidad de que la otra bolita, o sea, la que no
mostrd, sea roja, lo que hay que hacer es dividir los casos favorables sobre
casos posibles.

Casos favorables: solamente juno! (R1R2)

Casos posibles: icinco! (BR1 - BR2 - NR1 - NR2 - R1R2)

Luego, la probabilidad de que la otra bolita sea roja es 1/5 (una en cinco).

4. Medias blancas y negras

Siempre me motiva enfrentar problemas que atenten contra la intuicién. Problemas
cuya solucién no sea trivial. Problemas que me obliguen a imaginar caminos que no
son evidentes. En general, creo que son los problemas que educan, entrenan y
preparan para la vida cotidiana.

Puede que uno no se tropiece con ninguno de ellos, pero seguro que los caminos
que desarrolla para pensarlos terminan siendo Utiles. Muchas veces me sorprende
alguna idea que sé que no es mia, pero también sé que la tuve que usar en otro
contexto, y ahora, en forma impensada, me sirve para otra situacion.

Pero toda esta introduccidn la hago para poder presentar un problema en apariencia
sencillo (en realidad, ES sencillo), pero que requiere de una minima elaboracion

para llegar a la solucion.
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Acd va. En un cajon se tienen cuatro medias. No me refiero a pares de medias, sino
a cuatro medias en total.

Las medias son o bien de color blanco (B) o de color negro (N). Lo que se sabe es
que si uno mete la mano en el cajon y saca dos medias cualesquiera (sin mirar,
claro estd), la probabilidad de que las dos medias que uno extrajo sean las dos
blancas es 1/2. O sea, un 50%.

La pregunta es: ¢Cuadl es la probabilidad de sacar un par de medias negras?

No se apure. Dese tiempo y plantéese algunas alternativas. En general, la primera
respuesta que a uno se le ocurre no es la correcta. Por eso es que le invito a que se
permita dudar y pensar.

Eso si. Como siempre, lo Unico interesante es haber recorrido el camino en

busqueda de la solucion. Llegar (o no) suele ser irrelevante.

Solucidén a “Medias blancas y negras”

Respuesta: aunque parezca mentira, la respuesta es... icero!

No parece posible, éno? Sin embargo, sigame en este razonamiento y veamos si se
pone de acuerdo conmigo.

Llamemos a las medias asi: B1, B2, X1 y X2. Las que llamamos B1 y B2 son las dos
medias blancas que tiene que haber, si no, no habria posibilidades de tener un par
blanco. Las otras dos no sabemos de qué color son.

Veamos cuadles son las posibles combinaciones:

BlyB2B1lyX1BlyX2

B2y X1 B2y X2 X1y X2

Como se sabe que la probabilidad de sacar un par blanco es de 1/2, no pueden ser
todas las medias blancas (si no, ila probabilidad seria 1! O un 100%).

Luego, o bien X1 o bien X2, o bien ambas, tienen que ser negras.

Pero para que la probabilidad de sacar dos medias blancas sea 1/2, eso significa
que de las seis posibilidades que figuran mas arriba, tres tienen que consistir en dos

blancas, por lo tanto, las otras tres no pueden tener dos blancas.
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Si X1 y X2 fueran las dos negras, entonces si uno mira una vez mas las seis
posibilidades, quedarian estas probabilidades:

e 2 blancas: 1/6 (B1B2). O sea, un caso favorable sobre seis posibles.

e 2 negras: 1/6 (X1X2). Lo mismo, uno en seis.

e Mixtas: 4/6 = 2/3 (B1X1, B1X2, B2X1 y B2X2). En este caso, hay cuatro

favorables sobre seis posibles.

Luego, no pueden ser X1 y X2 negras.

Veamos qué pasa si una de las dos es blanca, digamos X1 y la otra, X2, es negra.
En ese caso, tenemos los siguientes pares blancos:

B1B2, B1X1 y B2X1. Esto da justo 1/2 de probabilidad de que sea un par blanco.
Veamos los otros tres pares que quedan formados:

B1X2, B2X2 y X1X2. Los tres pares restantes ison mixtos! luego, la probabilidad de

que haya un par negro es icero!

Moraleja: Como siempre, es muy poco probable que a uno en la
vida le pidan que ponga la mano en un cajén en donde hay cuatro
medias, no lo dejen mirar, y encima le digan que la probabilidad de
sacar un par blanco es de 1/2. Casi seguro que no. Pero lo
interesante de lo que hicimos mas arriba es que uno tuvo que,
inexorablemente, pensar distinto para poder contestar. Y eso, pensar
distinto, es lo que a uno lo prepara para enfrentar situaciones
inesperadas que requieren de soluciones no convencionales. Y como
tantas otras veces, es la matematica la que provee las

herramientas.”?

5. Generalizacién del problema de las medias blancas y negras
Durante el afio 2010, mas precisamente el 26 de mayo de ese afio, el diario
argentino Pagina/12 publicé en su contratapa el articulo que figura en este libro

con el nombre “Medias blancas y negras”.

52 Carlos D’Andrea me hizo una observacién muy interesante sobre este problema: "Lo que descoloca es que de una
situacion de probabilidades es posible calcular exactamente cudntas medias hay. Es decir, con los datos del
problema se puede resolver algo mucho mas fuerte todavia”.
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El mismo dia, el doctor Eduardo Cattani®®> me escribi® un mail y me hizo algunas
sugerencias respecto a esa nota. En particular, me sugirié que publicara también la
generalizacién de ese mismo problema. Ahora cumplo con él.

En el problema original, que aparece mas arriba, se tienen cuatro medias en total
(entre blancas y negras). Demos una pequeia vuelta de tuerca, y supongamos que
uno tiene en total 16 medias y el dato que se conoce es el mismo que en el
problema original: la probabilidad de que al meter la mano en el cajén y sacar un
par correcto (o bien blanco o bien negro) sea 1/2 (es decir, el 50% de las veces). La
pregunta es: écuantas medias blancas y negras tiene que haber entre las 16?

Mas aun, uno puede suponer que en lugar de 16 medias se tiene un nimero k de
medias y evaluar qué sucede en ese caso.

Como siempre la/lo invito a que piense los problemas por su cuenta (que es, en

definitiva, lo Unico que importa).

Solucidén a “Generalizacidon del problema de las medias negras y blancas”

Supongamos que entre las 16 uno tiene m medias blancas y n negras. O sea:

m+n=16

Voy a llamar (P,) al combinatorio que cuenta cuantas formas hay de elegir q objetos
entre p.
Entonces, écuantas formas hay de contar pares de medias de manera que sean
ambas blancas o ambas negras?

e (™) cuenta los pares blancos

e (") cuenta los pares negros

e (™) x ("1) cuenta los pares mixtos

¢Cuantas medias blancas y cuantas medias negras tiene que haber para que la
probabilidad de sacar un par correcto o un par mixto sea la misma?

Para eso, hace falta que

53 Eduardo Cattani es un matematico argentino (gran amigo y ex docente mio durante el curso de Andlisis 1 en la
Facultad de Ciencias Exactas y Naturales de la UBA, que se dicté en el afo 1965) me escribié un mail haciéndome
algunas sugerencias. Eduardo reside hoy en Amherst y es profesor alli en la Universidad de Massachusetts.
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(M) + (M)=mxn

O sea,

1/2(mMmx(mM-1)+nx(n-1)) =mxn (¥

Entonces,

N-n+m?-m=2nm

(n-m)?=n+m (*¥*¥)

Pero uno sabe que

n+m=16.

Por lo tanto,
n=16 —m.
Luego de la igualdad (**) se sigue:
(16 -m - m)? = 16
(16 - 2m)? = 16
Calculando las raices del polinomio cuadratico® en m se obtienen dos valores, que

son los que pueden tomar m y n para que tenga solucién el problema, y esos

valores son

% Para que el polinomio tenga raices enteras, es necesario usar 16 que es un cuadrado. Es que el polinomio que
resulta es (m? - 16m - 60) y el discriminante resulta ser (162 - 4 x 60) = 256 - 240 = 16.
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(m=10yn=6)obien(n=10y m = 6).

Luego, encontramos lo que estabamos buscando: para que la probabilidad de sacar
dos medias que formen un par correcto sea de 1/2 (o el 50% de las veces) hace
falta que haya o bien 10 medias blancas y 6 negras, o al revés, 6 medias negras y

10 blancas.

Solucién en el caso de tener un numero k de medias

Ahora suponemos que se tienen k medias, de las cuales m son blancas y n son
negras y se sabe que la probabilidad de sacar un par correcto es de 1/2, la pregunta
sigue siendo: équiénes tienen que ser n y m?

Por lo tanto, en este caso, cuando (n+m) = k, la ecuacidon de (**) resulta:

(k - 2m)? = k

4m? - (4k) m + (k? - k) = 0 (***)

Luego, igual que antes, uno se tropieza con un polinomio cuadratico, y quiere

calcular sus raices. En este caso son:

m = 1/8 {4k + V[(4k)? - 16(k* - k)]}
m = 1/2 (k + Vk), o bien
m = 1/2 (k - Vk)

De aqui se ve que si m es una de las raices, entonces n es la otra, y viceversa.

Esto explica que k TIENE que ser un cuadrado para que el problema tenga solucion.
Es que como usted advierte en (***) aparece involucrada la raiz cuadrada del
numero k y, por lo tanto, para que sea un niumero entero, ese nimero k tiene que
ser un cuadrado (o lo que es lo mismo, k tiene que ser el cuadrado de algun
numero natural).

Analizando hacia atras el caso original, en donde k = 4, como uno sabia que la

probabilidad de que al meter la mano en el cajon saliera un par blanco es 1/2,
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entonces, solamente puede haber UNA media negra y, por lo tanto, la probabilidad

de que salga un par negro (como decia el problema original) es iCERO!

m = (1/2) (4 + V(4)) = (1/2) (4 + 2) = (1/2) x 6 = 3

n=(1/2) (4-V(4)=(1/2)(4-2) = (1/2)x2 =1

6. ¢Quién paga la comida®?

Quiero plantear un problema que tiene una solucién sorprendente.

Supongamos que usted y yo somos compaferos de trabajo. Todos los mediodias
vamos al restaurante para almorzar y tiramos una moneda. El perdedor es quien
paga la comida.

Después de haber ganado tres veces consecutivas, le propongo lo siguiente: en
lugar de tirar una sola vez la moneda al aire y decidir quién paga, yo voy a tirar la
moneda una vez y usted la tira dos veces y anotamos los resultados.

Si luego de las tres tiradas usted “sac6” mas caras que yo, entonces gana usted. Si
no, gano yo.

En principio, con el juego original, la probabilidad de que cada uno pague es la
misma: 1/2.

O, si usted prefiere, los dos tenemos el mismo porcentaje de posibilidades: 50%.

Con la forma que le propongo, équién estd mejor: usted o yo?
Solucidén a “¢Quién paga la comida?”

Anotemos los resultados posibles en una tabla y comparemos quién tiene mas casos

a favor.

Usted (1er. tiro) Usted (2do. tiro) Yo (tinico tiro)

Cara Cara Cara
Cara Cara Ceca
Cara Ceca Cara
Cara Ceca Ceca
Ceca Cara Cara
Ceca Cara Ceca
Ceca Ceca Cara
Ceca Ceca Ceca
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Ahora, observe las filas sombreadas. En esos casos Unicamente, usted tiene mas
caras que yo. Por lo tanto, usted tiene cuatro posibilidades a favor y yo, otras
cuatro.

La moraleja es que si yo pensaba que alguno de los dos tenia mas posibilidades
luego haber incrementado el niumero de tiradas estaba equivocado. Aun variando el
numero de tiros, la probabilidad de acertar sigue siendo la misma.

Mas aun, la/lo invito a pensar lo siguiente. Con una moneda mas que yo, la
probabilidad no incrementa. Es decir, si usted tuviera ocho monedas y yo siete, la
probabilidad es la misma. O si usted tuviera 101 y yo 100, pasaria lo mismo. ¢Sera
siempre cierto esto? (Esto ultimo queda como “tarea para el hogar”... Qué mal

suena eso, ¢no?)

7. Un problema precioso sobre probabilidades

El problema que sigue es, sencillamente, espectacular.>® Vale la pena pensarlo un

rato.

Suponga que yo le doy todos los digitos que hay (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9) yle

digo que los distribuya en los espacios que quedan en esta fila de nUmeros:
5_383_8_2_936_5_8_203_9_3_76

Por ejemplo, si los pusiera ordenadamente, se tendria el siguiente nimero
5038318223936455862037983976

O sea, formamos un nuevo ndmero:

5038318223936455862037983976

Por supuesto, si cambio la distribucion de los diez digitos (digamos que los pongo

ahora en orden descendente) cambia el nUmero que se obtiene:

5 Este problema lo vi por primera vez en un libro llamado Mathematical quickies cuyo autor es Charles Trigg. En
cualquier caso, el crédito le corresponde a él y no a mi.
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5938388726936554832032913076

Es decir, cada posible distribucién de los digitos genera un nuevo numero.

Una pausa aca: por favor, no siga leyendo hasta comprender lo que escribi mas
arriba. Fijese que hay 10 espacios vacios en donde usted va a ubicar los 10
primeros digitos de cualquier forma. Cada vez que lo haga, queda formado un
nuevo numero, siempre distinto.

Al cambiar el niumero, van a cambiar sus divisores. La pregunta es: si usted los
distribuyera al azar, écudl es la probabilidad de que sea divisible por 396?

Antes de avanzar, convénzase de que entendio lo que tiene que resolver.

Le propongo que lo pensemos (juntos) asi: como cada numero que se obtiene (al
modificar la distribucidon de los digitos) tendra nuevos divisores, lo que le pregunto
(mas arriba) es: si usted arrojara los digitos al azar, de manera que caigan en
cualquier posicién, écudl es la probabilidad de que el nUmero resultante sea divisible
por 3967

Por ejemplo, la respuesta podria ser cero. O sea, no importa cual sea la
distribucién que yo haga de los digitos, nunca sera divisible por 396. O podria ser
gue 396 dividiera a la mitad de los niumeros que se pueden obtener. O a una tercera
parte. En tal caso, la probabilidad seria 0 en el primer caso, 1/2 en el segundo, 1/3
en el tercero, y asi.

Es decir, se trata de pensar cudntas posibilidades hay (sobre el total de nameros
que se pueden obtener) que resultan tener a 396 como factor o como divisor.

Ahora si, le dejo solo.

Solucidén a “Un problema precioso sobre probabilidades™

Le propongo que pensemos juntos cudles son los divisores de 396. Es que si se
trata de ver cuantos numeros (de los que se pueden obtener con cada distribucion)
son divisibles por 396, lo primero que hay que hacer es descomponer al nimero

396 vy fijarse cuales son sus factores:

306 =2x2x3x3x11
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Luego, para que uno de los nimeros que se obtiene al hacer la distribucion al azar
de los digitos sea divisible por 396, tiene que ser divisible por 4, por 9 y por 11 (por
lo menos). Por ejemplo, no alcanzaria que fuera divisible por 2 solamente, porque
necesita ser divisible por 4 para que pueda ser divisible por 396. Pero nada le
impide ser divisible por 8 o por 16. Es decir, puede ser divisible por cualquier
potencia de dos, pero al menos tiene que ser divisible por 4. Tampoco alcanzaria
con que fuese divisible por 3 nada mas. Tiene que ser divisible por 9. Y por ultimo,
tiene que ser divisible por 11.

Recuerdo acd las reglas de divisibilidad. ¢Qué quiero decir con esto? Quiero decir,
équé tiene que pasar para que un numero sea divisible por 4? ¢Y por 9? ¢Y por 11?
Para que sea divisible por 4, los dos ultimos digitos del nimero tienen que ser
divisibles por 4. Eso garantiza lo que uno quiere.”®

Para ser divisible por 9, es necesario (y suficiente) con que la suma de todos los
digitos sea divisible por 9.

Y por ultimo, para que sea divisible por 11, lo que tiene que pasar es que la suma
alternada (es decir, uno va sumando uno y restando otro) de los digitos que
componen el nimero sea multiplo de 11.

Por ejemplo, el nUmero 121 es multiplo de 11, porque si uno suma alternadamente

sus digitos:

1-2+ 1 =0 (que es multiplo de 11)

Otro ejemplo: el niumero 407 es multiplo de 11, porque la suma alternada de sus

digitos es:

4 -0+ 7 =11 (que es multiplo de 11)

En cambio, el nimero 1234567 no es multiplo de 11, porque la suma alternada de

sus digitos:

%6 En realidad, es una condicién necesaria y suficiente. Un nimero es divisible por 4 siy sélo si sus ultimos dos digitos
son divisibles por 4.
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1-2+3-4+5-6+7 =4 quenoes multiplode 11

Ultimo ejemplo: el nimero 165.649 también es multiplo de 11 ya que la suma

alternada de sus digitos es:
1-6+5-6+4-9=-11, que es multiplo de 11

Mas aln: cuando un numero tiene muchos digitos, si uno quiere saber si es multiplo
de 11 o no, puede hacer lo que escribi mas arriba, o bien, sumar todos los digitos
gue estan en las posiciones pares, y restar los que estan en las posiciones impares.
Por ejemplo, como vimos recién, para saber si el nUmero 165.649 es multiplo de 11
uno suma los digitos que estan en posiciones impares: 1, 5y 4.

O sea,
1+5+4 =10

Por otro lado, suma los que estan en las posiciones pares: 6, 6 y 9.

O sea,
6+6+9=21

Luego, cuando uno resta 10 - 21 = -11 (que es multiplo de 11).

Esta forma de estimar si un nimero es o no multiplo de 11, es otra manera de
hacer la suma alternada. No contiene nada nuevo. Técnicamente parece mas
sencilla. Sélo eso.

Ahora, con todos estos datos que hemos juntado, estamos en condiciones de seguir
avanzando.

Analicemos los casos:

No importa cuadl sea la distribucidn que usted haga, como todos los nimeros van a
terminar en 76, y 76 es un numero divisible por 4, entonces, todos los nimeros van

a ser divisibles por 4.
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Para averiguar si cualquiera de estos nimeros es multiplo de 9, basta con sumar
todos los digitos. Lo interesante es que cuando usted haga la distribucién al azar de
los digitos que yo le di (del 0 al 9), no importa como estén esparcidos por el nUmero
final, la suma siempre va a dar lo mismo. En este caso, los niumeros que figuraban

antes (los que estan en las posiciones impares) suman:

5+43+8+3+8+2+9+3+6+5+8+2+0+3+9+3+7+6=90

Por otro lado, la suma de los 10 digitos:

Si ahora sumamos 90 + 45 = 135

Y este numero, ies multiplo de 9!

Luego, hemos deducido que no importa cudl sea la distribucién de los digitos que
uno haga, el resultado es siempre un multiplo de 9.

Ahora, falta el Ultimo paso: determinar cudles de los nUmeros que se generen son
multiplos de 11.

Para esto, le pido que me siga con el siguiente razonamiento: al distribuir los 10
digitos, estos van a ocupar posiciones pares. Le sugiero que recorra la lista original
(con los espacios en blanco) y fijese que todos esos lugares estan en posiciones
pares.

Pero, al margen de los 10 digitos, aparecen ahora otros digitos: el 8 (que esta en la
cuarta posicién), el 3 (que estd en la décima segunda), el 0 (que estd en la

vigésima) y por ultimo el 6 (que esta en la vigésima octava).

5_383_8_2_936_5_8_203_9_3_76

Por lo tanto, ahora, para averiguar si el nUmero que uno va a generar es 0 no
multiplo de 11, basta fijarse que si uno suma todos los digitos que estan en las
posiciones pares, obtiene:

Por un lado 45, que es la suma de todos los digitos que faltan incorporar y, por otro
lado, hay que sumar8 + 3+ 0+ 6 = 17.

Luego, el total de las posiciones pares resulta ser (17 + 45 = 62).

La suma de las posiciones impares es:

131 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

5+43+3+8+2+9+6+5+8+2+3+9+3+7=73

Ahora, para decidir si el nUmero sera o no multiplo de 11 uno tiene que restar la
suma de las posiciones impares (73) menos la suma de las posiciones pares (62):
73 - 62 = 11 (que es multiplo de 11, obviamente).
Acda, quiero hacer una interrupcion. Le invito a que piense qué hemos deducido
juntos (usted y yo). Piénselo usted solo.
Sigo: hemos descubierto que sea cual fuere la distribucién que haga usted de los
diez digitos que yo le habia dado al principio, cualquiera de los nimeros que resulte
es:

Multiplo de 4

Multiplo de 9

Multiplo de 11

Luego, cualquiera de esos numeros, resultara ser multiplo de 396.

Y, como moraleja final, lo que se deduce es que la probabilidad de
que el nimero que uno obtenga sea multiplo de 396 es j1! O

sea, jpasa siemprel

Este problema es una manera muy bonita de exhibir, una vez mas, como algo que
en principio parece no tener respuesta, o bien resultaria tan laborioso analizar caso
por caso, que parece no tener solucion y, sin embargo, con el andlisis que hemos
hecho, permite deducir que todos son multiplos de 396.

Para terminar, una pregunta breve: écuantos numeros posibles se podrian generar
al distribuir los diez digitos?

(Aca le dejo con usted mismo por un rato y luego sigo.)

No lea lo que sigue si todavia no se dio oportunidad de pensar la respuesta a la
ultima pregunta.

Ahora si: como hay 10 digitos para distribuir, hay 10! ({se acuerda del factorial de

un nimero?)
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10l =10x9x8x7x6x5x4x3x2x1=3.628.800

Esto quiere decir que, si hubiéramos tenido que analizar caso por caso, habriamos
tenido que evaluar mas de 3.600.000 numeros para saber si eran (o no) multiplos
de 396.

8. ¢Es justa esta decision?

Como siempre, todo lo que sirva para poner a prueba la intuicidn me genera una
gran atraccion. Cuando uno descubre que lo que cree que deberia pasar no pasa,
queda descolocado.

Puede que lo admita delante de otros o no. En todo caso, es irrelevante, pero la
propuesta del siguiente problema tiene que ver con eso: piense usted cémo
contestaria las preguntas que voy a plantear, pero hagalo en soledad. Disfrute del
momento de duda (salvo que se le ocurran las respuestas inmediatamente).

Acd va el problema. Supongamos que usted y yo tenemos algo para dirimir. Por
ejemplo, hay un par de entradas para ver una muy buena obra de teatro y
gueremos decidir quién de los dos puede ir con su pareja. No tenemos una moneda,
pero hay una urna que contiene tres bolitas: dos son de color blanco (B) y una de
color rojo (R).

Ahora, tengo las dos preguntas que le habia anticipado. Yo le sugiero que usted
meta la mano en la urna (sin mirar) y saque dos bolitas.

Si son del mismo color, gana usted. Si son distintas, gano yo. {Le parece que es
justa la divisién? Es decir, éle parece que los dos tenemos 50% de posibilidades de
quedarnos con las entradas?

Si su respuesta fuera que si, expliqgueme las razones. En el caso de que supusiera
que no y yo le dijera que usted puede agregar una bolita de alguno de los dos
colores para incluirla en la urna, éde qué color la elegiria para que los porcentajes
(ahora) fueran iguales?

La/lo dejo a usted con la mejor herramienta que tiene para elaborar ideas: su

cerebro. Piense sin apuro y tdmese el tiempo que le haga falta.
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Solucidén a “¢Es justa esta decision?”

¢Qué pudo pensar usted? ¢Qué le parecié que pasaria (o que deberia pasar)?

¢Serd verdad que por el hecho de que haya dos bolitas blancas la probabilidad de
que salgan dos del mismo color es mas grande de que aparezcan dos distintas? ¢O
serd lo mismo?

Pensemos en la posibilidad, juntos, usted y yo.

A las dos bolitas blancas las voy a llamar B1 y B2. La roja sera R.

Al extraer dos de la urna, écudles y cuantas son las posibilidades?:

BlyR
B2y R
Bly B2

Es decir, uno advierte inmediatamente que hay tres posibles maneras distintas de
obtener un par de bolitas, pero de estas tres formas hay idos que tienen bolitas de
diferente color y sélo una que tiene las dos bolitas iguales!

O sea, la probabilidad de tener dos bolitas de diferente color es 2/3 (dos
posibilidades entre tres) y la probabilidad de tener dos bolitas del mismo color es
1/3 (una entre tres).

Por lo tanto, a usted no le conviene aceptar mi invitacion pues yo tengo el doble de
posibilidades que usted de quedarme con las entradas.

Ahora, pasemos a la siguiente pregunta. Supongamos que usted tiene Ila
oportunidad de agregar una bolita a la urna de manera tal de igualar las
posibilidades suyas y mias, équé color de bolita elegiria?

Le recuerdo que tenemos dos blancas (B1 y B2) y una roja (R). Usted ganaba si
salian dos iguales y yo, si salian dos distintas.

Fijese lo que pasaria si agregaramos una bolita roja mas. Las bolitas rojas son
ahora R1 y R2 (y las blancas siguen siendo B1 y B2).

Las posibilidades ahora al sacar dos bolitas son (y por supuesto, como siempre, le
invito a usted a que siga usted por su cuenta pensando cuantas posibilidades
habrd):
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Bly B2
Bl y R1
B1ly R2
R1y B2
B2 y R2
R1yR2

O sea, las posibilidades en total son seis, y de las seis, solamente dos corresponden
a bolitas del mismo color y cuatro a bolitas de distinto color. Luego, las
probabilidades son:

a. Probabilidad de que salgan dos bolitas del mismo color: 2/6 = 1/3.

b. Probabilidad de que salgan dos bolitas de distinto color: 4/6 = 2/3.

La moraleja entonces es que aun agregando una bolita roja, igual yo sigo teniendo
mas posibilidades de quedarme con las entradas. Igual que antes, yo sigo
duplicando las posibilidades suyas.

Queda entonces pendiente la siguiente pregunta: équé pasara si agrego otra bolita
blanca mas en lugar de una bolilla roja? Eso significaria tener tres bolitas blancas:
B1, B2 y B3. Y siempre esta la bolilla roja (R).

Fijese lo que pasa ahora. éCudles y cuantas son las posibles maneras de extraer dos

bolillas?

BlyR
B2y R
B3yR
Bly B2
BlyB3
B2y B3

O sea, siguen habiendo seis posibles resultados. Sin embargo —y esto es lo que se

transforma en muy diferente y muy importante— ahora en tres de los casos hay

bolillas del mismo color, y en los otros tres, son bolitas de diferente color.
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La moraleja entonces es que ahora S hay las mismas chances para los dos: hay un
50% de posibilidades de sacar dos bolillas de igual color y 50% de posibilidades de
sacar bolillas de diferente color.

Ahora si, entonces, hemos logrado reemplazar al hecho de tirar una moneda. Lo
curioso (y ciertamente antiintuitivo) es que al agregar una bolita del color que falta
(rojo), uno esperaria haber corregido el problema. O sea que, al haber dos bolitas
de cada color, la probabilidad de sacar dos bolitas del mismo color o de colores
diferentes fuera la misma. Sin embargo, no es asi. Para garantizar eso, lo que uno
podria hacer es agregar una cuarta bolita, pero del mismo color del que habia dos

(blanca) y entonces si, todo queda como uno pretendia.
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Capitulo 5

Aritmética

Contenido:
1. ¢;CoOmo hacer un fixture?
2. (Cémo elegir una clave secreta?
Caramelos para todos
Anos al cuadrado
Problema de D’Andrea

Miles de millones

N o u koW

La belleza de la aritmética

1. ¢Cémo hacer un fixture?
Uno de los problemas mas lindos que uno puede tener cuando organiza una
actividad deportiva es confeccionar un programa de partidos.
Naturalmente, hay mucha diferencia entre hacer un fixture en el tenis, en donde se
juega por simple eliminacion, que hacerlo en el futbol en un campeonato local, en
donde todos los equipos tienen que jugar contra todos.
También hay torneos en los que aparece una mezcla de ambos sistemas. Por
ejemplo, en el campeonato mundial de futbol (que se juega cada 4 afios), los 32
equipos se dividen en ocho zonas de cuatro equipos cada una, y alli juegan todos
contra todos.
Luego los dos mejores de cada grupo se clasifican para los octavos de final, pero alli
ya se emplea el sistema del tenis: el que pierde se queda afuera del torneo.
Pero volvamos al caso de un torneo en donde tengan que jugar todos contra todos.
La pregunta que surge es ésta: si uno tiene 20 equipos (por poner un numero
cualquiera) en cualquier deporte y quiere confeccionar un programa de partidos que
contemple:

a. que todos jueguen contra todos;

b. que vayan alternando la condicién de local y de visitante en cada fecha;

C. que si hay dos equipos en una misma ciudad (o barrio), uno no quiere que
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jueguen ambos de local en la misma fecha.

Como usted imagina, con cada restriccion que uno agrega las posibilidades de
solucién decrecen.

Pero, de hecho, uno sabe que el problema®’ tiene solucién, porque se han venido
jugando torneos de todos los deportes, si me permite la exageracion, desde la Edad
de Piedra.

Y si uno quisiera que un determinado clasico se juegue en una determinada fecha,
ése puede contemplar también?

Lo que le propongo, entonces, es que piense una estrategia para encontrar un
programa de partidos que permita encontrar la mejor solucién posible.

Dos observaciones mas:

a. El nimero de equipos no tiene por qué ser veinte. Usted elija la cantidad que
quiera. La solucidon que encuentre se podra ajustar a cualquier nimero de
equipos. Mas aun: si me permite una sugerencia, le propongo que empiece
con pocos equipos al principio (seis, ocho) y después fijese como extender lo
que hizo cuando tenga 20.

b. Le sugiero, ademas, que numere los equipos en lugar de ponerle nombres,
para ahorrar tiempo. Pero, por supuesto, tomese la libertad de hacer lo que

mas le convenga. No acepte (necesariamente) mis sugerencias.

Ahora, le toca a usted.

Tal como usted se imagina, hay muchisimas formas de elaborar un programa de
partidos. Yo sélo voy a ofrecer una version.

Piense esto conmigo y fijese si estd de acuerdo: el calendario de partidos va a
consistir de 19 fechas, porque cada equipo tiene que jugar contra los 19 restantes.
Después, para que se pueda contemplar que cada equipo haya jugado frente a otro,
tanto de local como de visitante, hara falta jugar una segunda rueda, que tendra
como programa de partidos los mismos que en la primera, pero con el orden de
localia invertido.

Por eso me voy a concentrar en hacer un programa para las primeras 19 fechas.

7 Me refiero a que se sabe que existen fixtures que cumplen con las propiedades (a), (b) y (c). Por supuesto, si
todos los equipos estuvieran en el mismo barrio, entonces la condicion (c) NO se podria cumplir.
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Empiezo por numerar los equipos, del 1 al 20.

Al numerar los equipos lo hago de tal forma que los rivales clasicos, o los que
juegan en la misma ciudad o barrio los voy a separar por 10 nimeros. O sea, voy a
suponer que hay 10 parejas de equipos que no quiero que jueguen de local la
misma fecha.

Si uno de ellos lleva el nUmero 3, el otro tendra el 13. Y si uno de los miembros de
esa pareja tiene el 7, el otro tendra el 17.

Como usted advierte, como en total hay 20 equipos, cada fecha consistird en 10
partidos.

Al equipo numero 20 lo voy a usar como comodin. Ya va a entender a qué me
refiero.

Y aca voy a proponer la idea central de lo que voy a hacer, y le pido que no avance
si no me sigue en esta idea. Si no se entiende, o bien piénselo usted de otra forma,
o vuelva a leer lo que escribi hasta que le quede claro.

La idea es la siguiente: en la primera fecha, voy a hacer enfrentar a los equipos
cuyos numeros sumen 21. En la segunda, los que sumen 22. Y asi siguiendo. Por
ejemplo, la novena fecha consistird en los partidos que resulten de aparear a los
equipos que sumen 29 (recuerde que cada equipo tiene un nimero asociado).

Sin embargo, esto va a presentar un problema inmediato: por ejemplo, cuando en
la cuarta fecha yo quiera que los equipos que se enfrenten sumen 24, {quién va a
jugar contra el equipo numero 1? Como no hay 23 equipos, no hay ninguno que
lleve el nimero 23. Y entonces? Y lo mismo va a pasar con el rival del 2 o del 3.
¢Qué hacer?

Acd le invito a hacer una pausa. Le quiero hacer pensar en algo.

Por un momento olvidese del problema. Cuando a usted le preguntan la hora, y
usted mira su reloj y ve que son las 3 de la tarde, usted, équé contesta?

Podria decir que son las 15 horas. O si no, podria decir que son las 3 de la tarde.

Y en realidad, todo el mundo —que sabe calcular la hora — entiende que 15y 3 (de
la tarde) son lo mismo. Porque se entiende que el numero 3 lo que indica son las
horas que pasaron después de las 12.

Si yo dijera las 9 de la noche, se entenderia que pasaron 9 horas de las 12. Por lo

tanto, las 9 de la noche y las 21 son la misma cosa.
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Si uno quisiera usar la misma idea en el caso del fixture de partidos, el nimero 4 vy
el nUmero 23 seran el mismo si uno cuenta como iguales a los que se pasan de 19.
Porque 4 + 19 = 23.

Asi como con el reloj, las 21 horas equivalen a las 9 + 12, en este caso, el 23, es lo

mismo que el 4.

Moraleja: Cuando uno esta buscando aparear los equipos de manera tal
que sumen 23, y se tropieza con aquellos a los que no se les puede
encontrar un rival directamente, entonces, lo que uno hace es buscar

quién deberia ser el rival para que sumen cuatro (ya que 4 + 19 = 23).

Ahora ya estamos preparados para construir el programa de partidos, aunque me
tienta mucho invitarle a que lo haga usted. En todo caso, si le parece tedioso, o no
se entretiene demasiado pensando la respuesta, lea lo que sigue. Si no, resérveselo
para otro momento en el que tenga mas tiempo.

Aca va.

Fecha 1: empiezo apareando a los rivales que suman 2 (o 21, que es 2 + 19).

Se van a enfrentar:

Fecha 1
1 - 20 6 -15
2 - 19 7 -14
3 - 18 8 -13
4 -17 9 -12
5 - 16 10 -11

(Los que figuran en primer término son los locales.)

Fecha 2: son los que ahora suman 3 (0 22, que es 3 + 19).

Fecha 2
1 -2 15 -7
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19 -3 14 -8
18 -4 13 -9
17 -5 12 -10
16 -6 11 -20

Y aca quiero detenerme un instante para que pensemos juntos algo: el nUmero 11,
épor qué juega contra el 20?

Lo que pasa es que como uno quiere que la suma de los dos rivales sea 22, en el
caso del 11, el Unico rival cuya suma da 22 es si jugara icontra si mismo! En ese
caso, lo que uno hace, es forzarlo a jugar con el nUmero 20, que funciona como un
comodin.

Y eso voy a hacer siempre. Cuando a un equipo le toque jugar contra si mismo, le
vamos a asignar al niumero 20 como el rival.

Por otro lado, el nimero 20 es el Unico de todos los equipos que alternara todas las
fechas su condicion de local. Todos los demas, repetiran necesariamente o bien la
condicion de local o la de visitante una vez.

Fecha 3: son los apareamientos que den o bien 4 o bien 23 (ya que 4 + 19 = 23).

En este caso, los partidos van a ser:

Fecha 3
2 - 20 7 -16
3 -1 8 -15
4 - 19 9 -14
5 - 18 10 -13
6 -17 11 -12

éQuiere seguir usted? Hagalo. Inténtelo usted y tropiécese usted con las
dificultades. En todo caso, yo escribo mas abajo el resto para que usted lo pueda
confrontar. Cada dificultad que usted descubra y que se proponga superar
significard un paso mas en la busqueda de mejorar su capacidad de razonamiento.

Busque los patrones que se presentan, tanto en los casos en los que la fecha tiene

como suma un numero par o un numero impar, y fijese en las diferencias. Advierta
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como el nimero 20 es el Unico que alterna siempre la localia. Coteje lo que le dio.
No se conforme con leer lo que escribi yo. Hagalo usted. Es la mejor manera de
avanzar.

Ahora escribo en las columnas que siguen los partidos de las fechas que faltan, que
son de la cuarta a la decimonovena, que tienen que sumar todos los nimeros que
van del 5 (o0 24, que es 5 + 19), hasta la 20 (o 39, que es 20 + 19). Aca va:

524 65 716 827 928 1029
2.3 3.20 3.4 4.20 45 520
-4 4.2 2.5 5.3 36 64
19:5 5-1 -6 6-2 27 73
186 619 197 7-] i3 R
177 718 188 819 199 91
168 817 179 918 1810 1019
159 916 1610 1017 17-11 1118
1410 1015 1511 1116 1612 1217
1311 11-14 1412 1215 1513 1316

20-11 12-13 20-13 13-14 20-14 1415

11730 12/31 13/32 14/33 1534 1635

5-6 6-20 &7 7-20 T-8 520
4-7 7-5 3-8 B-6 69 7

3-8 54 4.9 0.5 5-10 10-6
29 03 3-10 10-4 411 11-5
1-10 10-2 2-11 11.3 3-12 124
19-11 11-1 1-12 12-2 213 13-3
18-11 12-19 19-13 13-1 1-14 I4-2
17-13 13-18 15-14 14-19 19-15 15-1

16-14 14-17 17-15 15-18 1816 1619

17736 18/37 19/38 2039
89 9-210) 9-10 10-20

7-10 10-5 811 11-9
6-11 117 7-12 12-8
5-12 126 f6-13 13-7
4-13 13.5 5-14 14-6
3-14 144 4-15 15-5
2-15 15-3 316 16-4
1-16 16-2 2-17 17-3
19-17 17-1 1-18 18-2
20-18 15-19 20-19 19-1

Ahora que esta todo completo, disfrute de buscar los patrones que se repiten. Vea

como el numero 20 va saltando de local a visitante, pero los demas tienen que
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repetir en algin momento. Mas aun, haga el siguiente ejercicio: elija cualquier
equipo, digamos el 7 y recorra los rivales que enfrenta fecha tras fecha. Vera que
da:

14-15-16-17-18-19-1-2-3-4-5-6-20-8-9-10-11-12-13

Es decir, en el momento que le tocaria jugar contra si mismo, en esa fecha enfrenta
al 20.
Hecho esto, ahora siga la trayectoria del nimero 13 (por poner cualquier otro

ejemplo), y escriba los rivales sucesivos que tiene que enfrentar:

8-9-10-11-12-20-14-15-16-17-18-19-20-1-2-3-4-5-6-7

Otra vez, cuando le tocaria jugar contra si mismo,58 alli juega contra el 20. Pero lo
interesante es que EL ORDEN en el que juega los partidos el 13 es el mismo que el
orden que sigue el 7.

Fijese ahora si eso sucede con todos los equipos.

Y, por ultimo, decida usted qué simetrias le interesaron mas y vea si puede hacer
un patron general que permita crear un fixture para n equipos, en donde n en este
caso fue 20, pero que podria ser cualquiera.

Por otro lado, advierta que si uno sabe el programa de partidos de un equipo, en
realidad, isabe el de todos!

Todos siguen el mismo orden con la diferencia del partido de que juegan contra el
numero 20. Ese partido es el Unico que cambia (compruébelo).

Por ultimo, como las parejas que son de la misma ciudad, o barrio, estan separadas
por 10 unidades, recorra los partidos que un equipo tiene que jugar y vera que el
orden de los barrios o ciudades se respeta en el fixture también. Y si juega con uno

de local, juega con el otro de visitante.

%8 Le propondria que pensara codmo hacer un fixture cuando el nimero de equipos no es par, sino que es impar. Por
ejemplo, si hubiera 21 equipos, équé habria que hacer?, écomo emular lo que hicimos en el caso anterior? Si usted
intenta resolverlo, entendera la importancia de haber reemplazado al equipo que tendria que jugar contra si mismo
por el nimero 20. Si se tuviera un nimero impar de equipos, en cada fecha habra uno de ellos que quedara libre vy,
por lo tanto, ese dia no jugard ningun partido. Pero justamente ése es el equipo que, al tener que elegirle rival,
deberia jugar contra si mismo.
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El Unico equipo que va jugando sucesivamente con los clasicos rivales (los que son
de la misma ciudad) es el que lleva el nimero 20. Ese va jugando consecutivamente
con cada uno de ellos, saltando de uno a otro, fecha por fecha.

2. ¢Como elegir una clave secreta?*®

Suponga que usted trabaja en un banco o en un lugar donde hay objetos radiactivos
muy sensibles, que deben permanecer bien protegidos. Tanto el dinero o los
documentos, en el primer caso, como el material clasificado en el segundo, van a
estar conservados en una habitacién segura, de dificil o imposible acceso para quien
no tenga la clave de entrada, que consiste en una combinacion de 6 digitos.
Justamente, le piden a usted que disefie esta clave. Se sabe que ya hubo algunos
intrusos que lograron burlar toda la seguridad que existia y que utilizando métodos
muy sofisticados tuvieron acceso al teclado que se usé para marcar esa clave por la
gente autorizada y pudieron determinar (usando huellas digitales o incluso midiendo
rasgos de humedad en las teclas) qué digitos se usaron, pero no pudieron descubrir
en qué orden ni las repeticiones.

Por ejemplo, estos atacantes no podrian distinguir entre el nimero 332211 y el
123333.

La pregunta es: éde qué manera le conviene a usted disefar la clave, de modo tal
de que cualquier potencial atacante tenga menos chances de adivinarla?

Ahora si, le toca a usted.

Solucidén a “¢Cémo elegir una clave secreta?”

Antes de avanzar con la respuesta, quiero hacer una observacion. Si usted (se)
contesté o dedujo que lo mejor es elegir una clave de 6 digitos distintos, me
apresuro a decirle que esa respuesta se puede mejorar.

O sea, por supuesto que uno puede elegir una clave que consista de 6 digitos
distintos, pero le aseguro que hay mas variantes si uno elige otro tipo de

combinacion.

% Este problema me lo contd Carlos Sarraute (excelente matematico, especialista en criptografia), quien en
colaboracion con Aureliano Calvo, Ariel Futoransky y Ariel Waissbein tienen que resolver muchisimas situaciones de
este tipo en la vida real. Carlos se ocupa de proveerme abundante material para los libros y programas de
television. Mi gratitud por su dedicacidn y la calidad de los planteos que hace.

144 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Veamos. Calculemos juntos (usted y yo) cuantas posibles combinaciones hay que
involucren 6 digitos distintos.

Se trata, entonces, de contar cuantas maneras hay de distribuir los 6 digitos en
forma ordenada. Es decir, la clave 213456 no es lo mismo que 213465. Los digitos
involucrados son los mismos, pero el ORDEN los hace distintos.

Frente a eso, imagine que tenemos una fila con seis casilleros para llenar:

En los distintos episodios de mis libros ya vimos como hacer. Sin embargo, lo repito
aca una vez mas.

¢Cuantos digitos pueden aparecer en el primer lugar? Alli pueden estar ubicados
cualquiera de los seis digitos: 1, 2, 3,4, 50 6.

Una vez elegido el primer digito que ocupard el primer casillero, écuantas
alternativas me quedan para el segundo? (Le dejo pensando solo un instante.)

Si, la respuesta es que quedan cinco posibilidades para ocuparlo. Por lo tanto, para
cada eleccion del primer nimero hay cinco posibilidades para el segundo. Por lo

tanto, en total hay

6 x5 =30

elecciones posibles para los dos primeros nimeros.

Dicho esto, écuantas posibilidades hay para el tercero? Como ya hemos elegido los
dos primeros, entonces quedan cuatro digitos disponibles, y tal como hice antes,
para cada una de las 30 posibilidades que teniamos, ahora hay 4 posibles formas de
elegir el tercer digito.

En consecuencia, ahora hay:

(6x5)x4=30x4=120

formas de elegir los primeros tres digitos en forma ordenada.
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De la misma manera, quedan tres posibilidades para el cuarto casillero, o sea:

(6x5x4)x3=120x3 = 360

para los cuatro primeros casilleros, y quedan dos digitos para el penultimo. O sea,

(6x5x4x3)x2=360x2=720

posibilidades para elegir los primeros cinco digitos. Y ya termind el proceso, porque

el ultimo digito queda predeterminado al haber elegido los cinco anteriores.

Moraleja (tal como vimos en Matematica... ¢estas ahi? Episodio 100,
en el capitulo sobre los cuadrados de Bachet): si uno tiene 6 digitos y
quiere contar cuantas formas diferentes hay de ordenarlos el
resultado es:

6!l =6x5x4x3x2x1=720

Ya sabemos, entonces, que hay 720 posibilidades con seis digitos diferentes.
Recuerde que estamos tratando de ver cuantos digitos diferentes debe tener una
clave de 6 digitos, para maximizar la cantidad de combinaciones posibles (y de esta
forma, dificultarle la tarea a un potencial atacante).

Veamos qué pasa si uno usa nada mas que 5 digitos. Como la combinacién
involucra ocupar los seis casilleros estd claro que uno de los digitos tendra que
repetirse.

Supongamos entonces que los digitos son: 1, 2, 3, 4, 5 y que el 5 esta repetido dos

veces. Justamente por eso los voy a llamar asi:

1,2,3,4,5ay5b

(después voy a analizar el caso en el que se repitan otros y no el 5).
Por lo tanto, es como si estuviera distinguiendo los dos nimeros 5 y por eso los
llamo 5a y 5b.
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Como vimos recién, hay 6! = 720 formas de distribuirlos en forma ordenada, pero la
diferencia esta en que ahora no sabriamos como distinguir un 5 del otro. O sea, el
5a y 5b funcionan bien para poder contar en forma abstracta, pero a los efectos
practicos no tiene sentido decir 5a o 5b (seria mejor entonces dejarles el nombre
que tienen: 5y 6).

Por ejemplo, la combinacion

1, 54, 2, 4, 3, 5b

seria indistinguible para nosotros de esta otra:

1, 5b, 2, 4, 3, 5a

Nosotros estariamos viendo dos veces este nimero: 1, 5, 2, 4, 3, 5.

Como esto sucede en todos los casos, esto implica que estamos contando dos veces
cada forma de distribuirlos, y, por lo tanto, para calcular cuantos érdenes distintos
hay, tenemos que dividir por 2 al total obtenido. Como este total es de 720, el

resultado que uno tiene ahora es:

61/2 = 720/2 = 360  (*)

Si usted no me pudo seguir con el razonamiento anterior, la/ lo invito a que vuelva
a leer lo que estd escrito. Haga usted casos mas sencillos en donde en lugar de
considerar numeros de 6 digitos distintos, elija de 3 digitos o de 4, de manera de
poder descubrir (y superar) las dificultades que pudieran aparecer.

Vuelvo a lo que habia hecho en (*). Es verdad que obtuvimos 360 como resultado,
pero me estoy olvidando de algo si me quedo con este resultado (éde qué?). Es que
estos 360 dérdenes posibles se obtienen si uno repite al nimero 5.

Uno podria decir: éy por qué solo se puede repetir el 5? éNo hubiéramos podido
repetir el 4? ¢0 el 27?

La respuesta es que si, que eso pudo haber sido posible. Por lo tanto, el nUmero

gque obtuvimos (360) es el mismo que hubiéramos tenido si en lugar del 5,
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elegiamos el 4 como numero repetido, o el 3, o el 2. O el 1. Luego, hay que
multiplicar el nimero 360 por el numero 5 (ya que hay cinco posibilidades de repetir
un digito).

Ahora si, este nimero

360 x 5 = 1.800

Conclusién (muy interesante): si bien parecia que lo mejor que uno podia hacer era
elegir seis digitos diferentes, hemos descubierto que si uno elige 5 cualesquiera y
repite uno, hay mas combinaciones posibles y, por lo tanto, tiene mas posibilidades
de que un potencial atacante no pueda descubrir la clave.
Esta historia no deberia terminar acd porque, équién dice que estas 1.800
combinaciones es lo mejor a lo que podemos llegar?
Bien podria pasar que elegir tres digitos y eventuales repeticiones hasta formar un
nimero de seis digitos ofrezca un nimero de combinaciones mas grande que 1.800.
Por lo tanto, para despejar esta duda, lo que hay que hacer es calcular todas las
otras posibilidades.
¢Cuales son estas otras posibilidades?
1. Elegir 4 digitos y permitir que haya uno repetido tres veces.
1, 2, 3, 4a, 4b y 4c;
bien, elegir 4 digitos y permitir que haya dos repetidos dos veces:
1, 2, 3a, 3b, 4a, 4b.
2. Elegir 3 digitos y tener:
1, 2, 3a, 3b, 3¢, 3d
1, 2a, 2b, 3a, 3b, 3c
1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b
3. Elegir 2 digitos y tener:
1, 2a, 2b, 2¢, 2d, 2e
la, 1b, 2a, 2b, 2¢, 2d
1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c
4. Elegir 1 digito y tener entonces solamente seis posibilidades, que se obtienen

repitiendo ese digito las seis veces. Como hay seis digitos hay seis
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posibilidades: 111111, 222222,333333, 444444, 555555 y 666666.

No voy a escribir todos los casos, pero si uno mas como para dar una idea de lo que
hay que hacer.

Analicemos el caso 1) a. con 4 digitos con estas repeticiones: 1, 2, 3, 4a, 4b y 4c.
En total, si uno pudiera distinguir los distintos nimeros 4, habria 6! = 720
combinaciones (**)

Pero los nimeros 4 son indistinguibles. ¢Cudntas formas hay de intercambiar los
nameros 4 entre si de manera que no se note el orden en el que los elegimos?
(Piénselo usted.)

Fijese que se trata de contar entonces de cuantas formas se pueden ordenar los
digitos 4a, 4b y 4c (como si fueran distintos). Y como vimos mas arriba, hay 3! = 6
formas de hacerlo.

Luego, volviendo a (**), hay que DIVIDIR las 720 combinaciones por el nimero

3l =6.

O sea,

61/31 = 720/6 = 120 (***)

Sin embargo, hay que multiplicarlo por la cantidad de formas que hay de elegir los
cuatro digitos: 1, 2, 3, 4 repitiendo el 4 1, 2, 3, 4 repitiendo el 3 1, 2, 3, 4
repitiendo el 2y 1, 2, 3, 4 repitiendo el 1.

En total, hay 4 formas distintas. Si uno multiplica (como aparece en la féormula
(***)) el nimero 120 x 4 = 480.

Escribo abajo, los resultados que se obtienen en todos los otros casos.

e Caso 1, 2, 3a, 3b, 4a, 4b. Aca hay 1.080 combinaciones. Si sumamos las 480
combinaciones que habia en el caso anterior y estas 1.080, se obtiene un
total de 1.560 posibilidades con 4 digitos

e Caso 1, 2, 3a, 3b, 3¢, 3d. Aca hay 90 posibilidades

e Caso 1, 2a, 2b, 3a, 3b, 3c. Aca hay 360 formas
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e Caso 1a, 1b, 2a, 2b, 3a, 3b. Hay 90 maneras. En total, sumando todas las
combinaciones posibles con 3 digitos (90 + 360 + 90) = 540 formas

e Caso 1, 2a, 2b, 2c, 2d, 2e. Hay 12 posibilidades

e (Caso 1a, 1b, 2a, 2b, 2c, 2d. Hay 30 formas

e Caso 1a, 1b, 1c, 2a, 2b, 2c. Hay 20 maneras. En total, con 2 digitos hay 62

combinaciones posibles

En definitiva, si uno dispone de seis digitos y tiene que ocupar seis casilleros la
mejor®® estrategia posible consiste en elegir cinco cualesquiera y repetir uno de

ellos. éNo es notable este resultado?

3. Caramelos para todos

El siguiente problema me parece sencillamente precioso. Tiene casi todos los
elementos que permiten que uno se entretenga mientras lo piensa, sirve para
elaborar estrategias para resolverlo, es sencillo en su planteo, es divertido, permite
gue uno juegue con él y se imagine siendo uno de los participantes; en fin, tiene
muchos componentes que me parece que lo distinguen.

Involucra, ademas, un concepto muy importante dentro de la matematica, que es la
iteracidon, o repeticidon. Es decir, muchas veces uno quiere encontrar la solucién a un
problema, y lo que hace es ir aproximandose al resultado en diferentes intentos. Por
ejemplo, si uno quiere subir un piso por una escalera, uno no sube todos los
escalones en un solo salto, sino que establece una estrategia de ir levantando una
pierna primero, apoyando el pie en el escaldon de arriba, levantar luego la otra
pierna y, o bien apoyar el pie de esa pierna en el escalén alcanzado por la anterior,
o ir directamente al escalon de mas arriba. Es decir, uno establece un método de
subir y lo hace en un proceso, que al finalizar, lo lleva al piso de arriba.

Este algoritmo, que aparece como sencillo (porque realmente lo es, por eso lo
parece), es muy Uutil para resolver problemas de matematica también. Pero lo que

yo quiero hacer aca tiene que ver con algo que podemos hacer todos,

60 Entiendo como mejor estrategia la que provee mas casos posibles entre los cuales elegir.
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independientemente de la cultura matematica que uno tenga. Es decir, todo lo que
hace falta son ganas de pensar y de entretenerse en el camino.®
Hechas las presentaciones, aca va.
Una maestra tiene a sus alumnos sentados en un circulo (no importa cuantos son).
Todos ellos tienen en sus manos una cantidad par de caramelos.62 En el momento
en que la maestra aplaude, cada alumno le entrega al compafiero que tiene sentado
a su derecha la mitad de los caramelos que tiene. Por supuesto, cada alumno
entrega la mitad de los que tiene pero recibe (del alumno que tiene sentado a su
izquierda), la mitad de los caramelos que tiene ella/él.
Una vez que se produjo la redistribucidon de los caramelos, podria pasar que ahora
hubiera quedado algin alumno con una cantidad impar de caramelos. En ese caso,
la maestra le ofrece un caramelo mas, de manera que otra vez, todos los alumnos
tengan un nimero par de caramelos en las manos.
Y ahora si, repite el proceso. Es decir, vuelve a aplaudir, y cada alumno vuelve a
entregar la mitad de los caramelos que tiene en las manos al compafiero que tiene
a la derecha.
Varias preguntas:

e ¢Qué cree que pasa si uno repite el proceso una y otra vez?

e ¢Habrd algun alumno que se queda con todos los caramelos?

e (0 seran varios?

e ¢(Dependera del niumero de alumnos con el que uno empieza el juego?

e ¢(Dependerda de la cantidad de caramelos que tenga originalmente en la

posicion inicial?

e (Se empezara a repetir alguna posicién?

En fin, como usted advierte, las preguntas podrian ser muchas. En el libro de Chang
y Sederberg, junto con el planteo, los autores dan la solucién. En cambio, en el
articulo de Lancaster se invita al lector a que haga su propio analisis y encuentre la

respuesta.

61 Antes del planteo quiero darles el crédito a quienes les corresponde. Yo vi este problema en un articulo que
escribid Ron Lancaster en la revista de la Asociacion Americana de Matematica (del 10 de enero de 2000). De ahi
en mas lei una revision que publicé Ed Sandifer en la misma revista en el nimero siguiente. Sin embargo, el
problema en si mismo fue publicado en el libro Over and Over Again ("Una y otra vez”) de Gengzhe Chang y Thomas
W. Sederberg.

52 El nimero 0 es un nimero par, por lo que bien podria pasar que algtin o algunos alumnos no tuvieran caramelos.
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En la pagina de respuestas de este capitulo estd escrita la solucién primero y
después, mas adelante, la explicacién de por qué ésa es la solucion. Pero, como
siempre, ¢équé gracia tiene leer la solucidon ahora? Es muchisimo mas interesante no
saber qué puede pasar y empezar con ejemplos sencillos hasta intuir el resultado.

Créame, uno se siente muy potente si llega a conjeturar qué es lo que sucede, si
uno repite o itera el proceso del aplauso y la consecuente redistribuciéon de los

caramelos. Vale la pena que no se robe a usted mismo esa posibilidad.

Solucién a “Caramelos para todos™

Antes de avanzar, le sugiero que pensemos juntos la siguiente situaciéon (que
simplifico adrede para entender qué pasa).

Supongamos que hay cuatro alumnos sentados en un circulo, y que cada uno de
ellos tiene ocho caramelos.

Es decir, empiezo por un caso hipersencillo. ¢Qué pasa en el momento que la
maestra aplaude por primera vez? (piense usted antes de seguir leyendo). Lo que
sucede es que como todos tienen ocho caramelos y cada uno tiene que entregarle
cuatro (la mitad) al compafiero que tiene a su derecha, pero a su vez, recibe cuatro
de quien tiene a la izquierda, iel nUmero de caramelos que tiene cada alumno, sigue
siendo ocho!

Por supuesto, si uno repitiera el proceso volveria a quedar todo igual: cada alumno
seguiria teniendo ocho caramelos.

Usted estard de acuerdo conmigo en que la conclusion a la que llegamos recién se
mantiene independientemente del nimero de alumnos, si cada uno empieza con
ocho caramelos, o con cualquier nUmero par de caramelos (siempre y cuando sea el
mismo para todos).

|\\

En consecuencia, si al “iterar” (repetir) el proceso que escribi mas arriba llegaramos
a la posicion en donde todos los participantes tienen el mismo numero de
caramelos, entonces, no vale la pena seguir, porque cualquier paso posterior que
uno emprenda no altera el resultado.

Por ultimo, créame que este problema requiere que usted intente tratar de

resolverlo solo. Haga muchos ejemplos, trate de ver si descubre qué pasa. Y cuando

152 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

lo descubra se va a sentir muy bien. Después vendra el otro paso, que sera
preguntarse: {pasara esto siempre?

Ahora si, escribo la solucion.

“No importa cuantos alumnos haya originalmente y no interesa el numero de
caramelos que tenga cada uno, en un numero finito de pasos todos terminaran con
el mismo numero de caramelos en sus manos. En ese momento, no vale la pena
seguir con el proceso porque a partir de alli todos se quedaran con ese numero.”
Asi como esta escrito mas arriba es como figura en el libro original. Yo no quise
escribir el resultado de entrada porque me parece que vale la pena experimentar
con casos particulares hasta terminar conjeturando lo que tiene que pasar al final.
Ahora si, écdmo demostrarlo? Es decir, écdmo demostrar que independientemente
del nimero de alumnos y de la cantidad de caramelos que cada uno tenga, en un
numero finito de pasos todos terminaran con el mismo nimero de caramelos?

Para esto necesito hacer algunas observaciones. Le invito a que me siga y cuando le
parece que no me entiende, se detenga y repiense lo que leyd. No se frustre porque
no vale la pena. Es muy posible que si no me pudo seguir dependa mas de mi mala
redaccion que de su capacidad para entender.

Una ultima acotacién: voy a proponer un ejemplo en particular para encontrar junto
a usted la solucidn. Usted verd que todos

los pasos que hacemos juntos, se pueden replicar en cualquier otro caso.

El ejemplo que voy a considerar es el siguiente. Supongamos que uno tiene ocho

estudiantes con esta distribucion de caramelos:
(12, 40, 40, 8, 8, 8, 16, 40) (*)
Como estan dispuestos en forma circular, esto presume que, en realidad, el dltimo

estudiante en la tira de arriba (*), que tiene 40 caramelos, tiene sentado a su

derecha al que tiene 12 caramelos. O sea, seria una distribucion asi:
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8 8
8 16
40 40

Figura 1

Es decir, imagine una mesa en la que la distribucion de estudiantes es la que
aparece en la Figura 1.
Observe que siempre tiene que haber al menos un estudiante que tenga la menor
cantidad de caramelos (en este caso son ocho) y otro/s que tenga/n la mayor
cantidad de caramelos (en este caso son 40).
Quiero que nos convenzamos juntos de un par de hechos que suceden una vez
finalizado cada paso de la iteracidn:
a. que el nimero maximo de caramelos que tendrd cualquier alumno (al
empezar es de 40) no puede aumentar. A lo sumo, permanecera igual;
b. que el nUmero minimo de caramelos que tengan todos los estudiantes nunca
puede ser menor que 8;
c. y que al menos uno de los estudiantes que tiene el minimo numero de

caramelos (al empezar es de 8) aumenta esa cantidad.

¢Cémo demostrar cada afirmacién? éNo le dan ganas de pensarlas usted? Aca voy
yo.

1. ¢Podria aumentar de 40 el niumero de caramelos que tenga algun alumno? Si
un alumno ya tiene 40 antes de hacer la primera iteracion, como es el que
mas tiene, los que él reciba serdn 20 (si provienen de alguien que también
tenia 40) o bien menos. Luego, como él tendra que ceder 20 de los suyos, no
puede aumentar los 40 que tenia originalmente. Es decir, cualquiera de los
que tiene 40, o bien sigue teniendo 40 luego del primer paso, o bien tiene

menos.
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2. ¢(Podria algun estudiante tener menos de 8 caramelos luego de una iteracion?
La respuesta es que no. éPor qué? Porque en cada paso él tendra que ceder 4
de sus caramelos (ya que entrega la mitad de los que tiene), pero tendra que
recibir la mitad de los que tiene el que estd a su izquierda, y como ese
estudiante no puede tener menos que 8 (ya que 8 era el minimo), le
entregara entonces por lo menos otros 4 caramelos (o mas). Luego, en total,
tendra por lo menos 8 caramelos. Esto dice que el nidmero minimo de
caramelos no puede disminuir de 8 en el primer paso.

3. ¢Por qué al menos uno de los estudiantes que tenia 8 caramelos al principio
tendra que terminar con mas de 8 caramelos en la primera iteracién? Ya
sabemos por (b) que ninguno tendra menos de 8 pero como alguno de los
que tienen 8 tiene sentado a su izquierda a algun estudiante que tenga mas
de 8,%° ése le tendrd que dar mas de 4 caramelos. Cuando los sume a los
cuatro con los que él se quedara, ese niumero sumara mas de 8, y, por lo
tanto, si es un numero par, se quedara con ellos y si es impar, la maestra le
va a dar un caramelo mas. En cualquier caso, terminara con mas de 8. En el
caso que nos ocupa, uno de los que tiene 8 caramelos, tiene sentado a su
izquierda al que tiene 16. En la primera iteracién, él cederd 4 de los que

tiene, pero va a recibir 8 del que tiene 16. Sumados, le daran 12.

Luego de estas tres observaciones, estamos en condiciones de resolver el problema.
éPor qué? Acompaineme en este razonamiento.

En cada paso, el maximo no aumenta: es siempre (a lo sumo) 40.

En cada paso, uno de los que tiene el niumero minimo, sube el nimero de
caramelos. Es decir, al menos uno de los que tiene 8, tiene que tener mas. Eso dice
que, en el siguiente paso, algun otro que tenga el nimero minimo, lo tendrd que
aumentar.

Por otro lado, el nUmero minimo de caramelos nunca podra ser menor que 8. Y

como recién vimos que ese numero tiene que aumentar en al menos uno de los

6 Tiene que haber algun estudiante que tenga mds que 8 caramelos en alguna parte a la izquierda de alguno de los
que tienen 8 porque, si no, todos tendrian 8 y estamos suponiendo que no todos tienen el mismo nimero de
caramelos. En el ejemplo que estamos analizando hay uno de los estudiantes que tiene 8 caramelos que tiene
sentado a su izquierda a uno que tiene 16.
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estudiantes, llegard un momento en el que cuando solamente uno de ellos tenga 8,
al siguiente paso el minimo tendra que haber aumentado.

Y esta es la clave: el nUmero maximo no puede aumentar de 40, y el minimo tendra
gue aumentar en algin momento. En consecuencia, luego de un nimero finito de
pasos, iel nUmero minimo tendra que llegar a alcanzar al nUmero maximo!

Y cuando eso suceda, se termina el problema, porque cuando el minimo alcanza al
maximo significa que todos tienen el mismo nimero de caramelos. iY listo!

Como usted advierte, el hecho de que yo hubiera elegido 40 como maximo y 8
como minimo poca importancia tiene. Todas las observaciones se pueden seguir
haciendo con cualquier nimero de estudiantes y cualquier distribucién de
caramelos. Y creo que usted coincidird conmigo en que el problema es sencillo,
ilustrativo, interesante y ademas educa sobre cémo se puede usar una herramienta
tan potente como las iteraciones para resolver un problema... Si, de matematica

también... aunque parezca un juego.

4. Ainos al cuadrado

La mejor manera de honrar a un escritor es perpetuando su obra y divulgarla tanto
como sea posible. En el caso de los difusores de la matematica, especialmente de la
matematica recreativa, hay algunos autores que han sobresalido en la ultima parte
del siglo XX y ahora en el XXI. Uno de ellos es Ian Stewart, de una tarea tan
prolifica como exquisita. Stewart nacid en Inglaterra en 1945 y es profesor en la
Universidad de Warwick. Casi cualquier problema de su vasta bibliografia seria
suficiente para distinguirlo. El que sigue es sélo uno de ellos. No hace falta que diga
que el mérito es todo de él. Aca va.

Era la noche del 31 de diciembre del ano 2001. Gerardo y Marcela estaban hablando
sobre las edades que tenian (ninguno habia llegado aun a los sesenta). Entramos en
el didlogo que mantenian cuando Marcela dijo: “En algin momento del pasado, el
ano calendario correspondia exactamente al cuadrado de la edad de mi padre. Mas
aun: iél logro vivir hasta los 100 anos!”.

Gerardo acotd entonces: “Qué interesante, porque en algin momento del futuro, el
afno calendario serd el cuadrado de la edad que yo voy a tener en ese momento”.

La pregunta es: éen qué anos nacieron Gerardo y el padre de Marcela?
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Solucién a “Afos al cuadrado™

Ambos (Marcela y Gerardo) estan sosteniendo la conversacién en el aifio 2001, vy
tenian menos de 60 afos.

Piense conmigo en los nimeros que corresponden a los afios de los siglos XIX y XX.
¢Cudles de ellos son cuadrados? Es decir, écuales de ellos resultan de elevar al

cuadrado algun numero?
Por ejemplo, 40% = 40 x 40 = 1600.
Obviamente, 1.600 esta fuera de consideracion porque, si no, el padre de Marcela

habria vivido mas de 400 afios. Luego, 402 = 1600 queda excluido.

Sin embargo, voy a seguir avanzando en los cuadrados:

40°= 1600
41%= 1681
42°= 1764
432 = 1849 (*)
44% = 1936
452 = 2025
46°= 2116

Voy a descartar inmediatamente los primeros cuatro numeros. Es decir, si uno

quisiera saber el afio de nacimiento del padre de Marcela, tendria que restar:

1600 - 40 = 1560
1681 - 41 = 1640
1764 - 42 = 1722
1849 - 43 = 1806

Obviamente, el Unico que podria estar cerca es el ultimo, pero si el sefior hubiera

nacido en 1806, como Marcela dice que su padre viviéo 100 afios, eso significa que
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habria fallecido en 1906. Por lo tanto, Marcela no podria tener menos de 60 afos vy,
ademas, haber vivido en el final de 2001 (cuando estaba conversando con Gerardo).
Sigo avanzando ahora con los restantes niumeros que figuran en la lista (*). Voy a
calcular los afios de nacimiento (potenciales) para el padre de Marcela y para

Gerardo:

1936 - 44 = 1892
2025 - 45 = 1980
2116 - 46 = 2070

¢Cémo interpretar estos numeros ahora?

En principio, hay que descartar también el Ultimo, porque Gerardo no pudo haber
nacido en el 2070, ni muchos menos el padre de Marcela.

Luego, las Unicas alternativas posibles son: 1892 para el padre de Marcela y 1980
para Gerardo.

Veamos si se genera alguna contradiccidon. Si el sefior nacié en 1892 y viviéo 100
afios, no hay problemas porque puede ser perfectamente el padre de Marcela.
Cuando cumplié 44 anos, el cuadrado de su edad fue 1936 y eso se compadece
perfectamente con lo que estoy buscando.

Por otro lado, si Gerardo nacié en 1980, cuando cumpla 45 anos, el afio 2025 sera
exactamente el cuadrado de su edad.

Eso resuelve el problema.

5. Problema de D'Andrea

Carlos D’Andrea vive ahora en Espafa, mas precisamente en Barcelona. Es profesor
de la Universidad de Barcelona. Pero nacié en Corrientes (Argentina). Obtuvo su
licenciatura como matematico en la Universidad de Buenos Aires. Se doctord
también en la Argentina con la tutoria de Alicia Dickenstein. Se mudd a Berkeley,
muy cerca de San Francisco, en California, Estados Unidos. Hizo una brillante
carrera alli y luego se instalé en Europa, en donde sigue su imponente produccion.

éPor qué toda esta biografia? Porque Carlos es uno de los mas fervientes impulsores
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de la matematica recreativa que tiene el mundo. Y su entusiasmo por la matematica
excede lo personal. Su entusiasmo es infeccioso, contagia.
Carlos me envid un problema que quiero compartir. En principio, no voy a escribir la
version mas general porque la idea de lo que hay que pensar se puede reducir a
casos un poco mas sencillos, pero de todas formas invito a quien esté leyendo esta
historia a que intente avanzar un poco mas. Ya vera como.

La idea es ésta. Se tienen los primeros 20 numeros naturales:

1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20.

Elija cualesquiera 12 de ellos, no importa cuales, pero si importa que sean doce.
Fijese que seguro que hay dos de los que eligid, cuya suma resulta ser OTRO de los
numeros que eligid. Seguro. Pero, épor qué?

El problema asi planteado creo que es atractivo y pensar la solucion implica
descubrir en el camino cémo hacer en el caso mas general. Pero por ahora, le invito

a que se entretenga con este caso particular.®*

Solucién a “El problema de D’Andrea”

¢Cémo hacer para convencerse de que cualesquiera sean los doce numeros que
usted eligid, siempre hay dos cuya suma esta entre los nimeros que usted separd?
Voy a llamar:

a los doce numeros elegidos entre los primeros veinte. Ademas, como son todos
numeros distintos, puedo suponer que estan ordenados en forma creciente. Es

decir, puedo suponer que se verifica:

di <@ <az<ag<as<adg<ay<ag<ag<agp < a1 <an

Mas aun, voy a meter todos esos numeros en una bolsa que voy a llamar “A”.

O sea, A es un conjunto que contiene a esos doce nimeros.

6 Es interesante notar que si uno eligiera solamente 11 (y no 12) numeros, el resultado no es cierto. Por ejemplo,
si uno elige estos 11 nameros: (10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20) cualquier par de ellos sumados entre si
da mas que 20; o sea, no estd en el conjunto. Por lo tanto, el nimero 12 es el primero que hace cierta la
afirmacion.
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¢Cuantos numeros entre los primeros 20 no fueron elegidos? Exactamente ocho.
Los doce restantes estan en A.

Fabriquemos ahora los nimeros que resultan de restarle a; a cada uno de los otros
nimeros que elegi (sigame, no se pierda porque todo es muy sencillo, pero no

quiero que se transforme en una sopa de letras).

di2 - a1
dir - a
dip - a1
dg - di
dg - di
a;-a; *
de - di
ds - di
dg - di
ds - di
dr - di

Estos once nimeros son todos menores que 20, y son todos distintos.

Ahora, fijese en este razonamiento: de los primeros 20 numeros

(1,2, 3,4,5,6..., 18, 19, 20),

sabemos que hay 12 que estan en A (ai, a, as, ... , @10 @11 y a12). Luego, afuera de
A quedan ocho.

Por lo tanto, de los once numeros que figuran en la lista (*), tiene que haber por lo
menos tres que estan en A.

A los efectos de seguir con la argumentacion (y sin que esto modifique nada)
supongamos que son (a.- ai), (a,- a1) y (a1 - a1).%°

Luego, como estos tres numeros tienen que estar en A, digamos que

% Elegi estos tres numeros pero podria haber sido cualquier otra combinacién de la forma (a, - &), en donde el
numero n es un numero cualquiera mayor o igual que 2, y menor o igual que 12.
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(@11 - a1) = as®

Esto dice entonces que

di; = a; + 3567

y eso es justamente lo que queriamos probar: que teniamos que poder encontrar

gue la suma de dos de los numeros de A era un niumero que estaba en A.

6. Miles de millones
Cuando usted escucha hablar de miles de millones, sea para indicar los délares que
debe cada pais en términos de su deuda externa, o del nimero de células que hay
en un cuerpo humano, o en los afios luz de distancia que estamos de una cierta
estrella, ¢no siente como si los nUmeros se escurrieran entre los dedos y termina
perdiendo la nocién de lo que le estan diciendo?
En todo caso, es siempre bueno poner las cosas en perspectiva y avanzar desde alli.
Por eso es que me interesa hacer algunas comparaciones como para entender
mejor.
(A qué me refiero? Una campafa publicitaria en Italia y Estados Unidos
promocionaba un producto haciendo estas observaciones:®®

e 1 000.000 de segundos = (casi) 32 afos

e 1 000.000 de minutos = (casi) 1.903 afos

e 1 000.000 de horas = (mas de) 114.115 anos

e 1000.000 de dias = (mas de) 2.739.726 anos

Pero, otra vez, asi presentado no dice demasiado (salvo el caso de los segundos,
éno?)

Ahora mirelo de esta otra forma:®°

8 También aqui hice una eleccién arbitraria: puse que (ai; - a;) = as, pero puede haber resultado que (a;; - a1) = a3
o (a1 - a1) = as. Lo que importa es que tiene que haber alguno de los a, tal que (ai; - a1) = an.

87 Lo importante de saber que hay por lo menos tres nimeros de la forma (a, - a;) que tienen que pertenecer al
conjunto A, es que al menos dos de ellos no pueden coincidir con a; (porque son todos distintos). Si alguno de ellos
coincidiera con (ai; - a1) = a; entonces, resultaria a;; = 2 a;, o que no me permitiria conseguir lo que quiero, que
es probar que la suma de dos numeros distintos de los que figuran en A resulta ser otro de los nimeros de A.

% Obviamente, todas son aproximaciones.
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e 1 000 000 000 de segundos atras era el afio 1979.

Adrian Paenza

e 1 000 000 000 de minutos atrds, se conmemoraban los 75 afios del

fallecimiento de Jesus.

e 1 000 000 000 de horas atras, nuestros antepasados vivian aun en la Edad de

Piedra.

e 1 000 000 000 de dias atras, nadie caminaba sobre la superficie terrestre en

dos piernas.

Creo que puesto de esta manera se entiende un poco mejor.

7. La belleza de la aritmética

La percepcidén que muchas veces tiene la sociedad respecto de la matematica es que

gira alrededor de los numeros. Creo que los distintos episodios de Matematica...

cestas ahi? desafian esa idea.

Sin embargo, hay algunas curiosidades o pequefias joyas de la aritmética ante cuya

belleza vale la pena rendirse. En lo que sigue, voy a exponer algunas de las gemas

gue si bien son muy conocidas (dentro de ciertos ambitos académicos) no dejan de

ser fascinantes. Aca van. Que las disfrute.

1). Féormula preciosa

Por favor, le pido que haga los siguientes calculos:

Compruebe conmigo que los nimeros que encontré son:

102
112
122
132
142

= 100
=121
= 144
= 169
=196

6 Esta historia sobre los nimeros grandes la escribi en

momento en el que esté leyendo estas lineas.
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el afio 2011, pero usted puede adaptar los calculos al
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Asi, a simple vista, no pareciera que sugirieran nada, éno?

Sin embargo, sume los tres primeros:

100 + 121 + 144

Ahora, sume los dos ultimos:

169+ 196

Lo notable es que idan lo mismo! Es decir, el resultado en ambos casos es 365.

Por lo tanto, hemos descubierto que

102 +112 + 122 = 132 + 142

No sélo eso, sino que son iguales a 365, que es el numero de dias que tiene un afio.

Claro, es pura casualidad, pero no deja de ser muy bonito, éno le parece?

2). Hay solamente dos numeros de cuatro digitos que son multiplos exactos de sus
reversos. Uno es el 8.712 y el otro es el 9.801. Fijese en estas dos igualdades que
lo verifican:”°

8712 =4 x 2178

9801 = 9 x 1089
3). Es muy conocido que 32 + 42 = 52. Es decir, los numeros 3, 4 y 5 forman lo

gue se llama una terna pitagodrica.71 Pero lo interesante es que también se verifica

esta otra igualdad:

7% e dejo a usted la tarea de comprobar que 8.712 y 9.801 son los Unicos niimeros de cuatro digitos que verifican
esta propiedad (ser multiplos de sus reversos).

7! Confrontar en el episodio 3,14159 de Matematica... ;estas ahi?,

pagina 87. Son las ternas de numeros enteros (a, b, c) que verifican: a* + b?> = ¢ Por ejemplo (3, 4, 5) es una
terna pitagérica porque 32 + 4% = 52,
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33 +43 + 53 =63

Es que

27 + 64 + 125 = 216.

¢No es bonita esta igualdad?

4). Otra igualdad preciosa que involucra a los nUmeros enteros es la siguiente:

4382 + 9512 + 2762 = 8342 + 1592 + 6722
¢Logra advertir alguna curiosidad? Es que los numeros que figuran a la derecha son
los reversos de los que figuran a la izquierda (y viceversa, claro esta). Pero no
termina todo ahi. Si se fija con un poco mas de cuidado, en el lado izquierdo de la
igualdad, aparecen todos los digitos sin repetir (salvo el cero). Y, por supuesto,
como a la derecha figuran los reversos, eso significa que de ese lado también estan

todos los digitos sin repeticiones. Una verdadera preciosura.
5). Otra perla de la aritmética. Si uno calcula el cubo del nUmero dos, obtiene:
2°=38
Por otro lado, si ahora uno invierte el 2 y el 3, obtiene:
32=9
Es decir, el par (2, 3) tomado de esa forma, o el simétrico (3, 2), generan dos
ndumeros consecutivos: 8 y 9.

Uno podria preguntarse, entonces, si este caso (el del 8 y el 9) es unico, o si hay

otros ejemplos.”?

72 Este es el tipo de preguntas que muy bien puede hacerse un matematico. La idea es tratar de saber si lo que uno
encontrd es algo que se repite varias veces (y si es asi cuantas, y encontrarlas o caracterizarlas todas), o si bien
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En el afio 1844, el matematico belga Eugene Charles Catalan (1814-1894) conjeturd
que ése era el Unico par, pero no lo pudo probar. Pasaron 158 afos y en 2002, el
rumano Preda Mihailescu demostré que Catalan tenia razén: no hay ningun otro

ejemplo de niumeros consecutivos que resulten ser un cuadrado y un cubo.

6). Por ultimo, asi como recién vimos la curiosidad entre el 8 y el 9, fijese qué
increible propiedad que cumple el nUmero 26:

)73

El nimero 26, esta ubicado entre el nUmero 25 (que es un cuadrado perfecto)’” y el
numero 27 (que es un cubo perfecto).
Pero lo que es mas notable aun, es que el niumero 26 ies el Unico nUmero que esta

encerrado entre un cuadrado y un cubo perfecto entre todos los niumeros enteros!

sucede en una sola ocasion. Una vez que uno logré describir lo que sucede en todos los casos, puede estar
tranquilo y pasar a analizar un préximo problema.

73 Se dice que un nimero entero n es un cuadrado perfecto, si resulta de elevar al cuadrado un nimero entero. Por
ejemplo, 4, 16 y 100 son todos cuadrados perfectos, porque se obtienen como 22, 42y 10?, respectivamente.
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Capitulo 6
LOGICA

Contenido:
1. Laisla de los ojos celestes
2. Las algas usan medias rojas
3. ¢Cuantas formas hay de construir un dado con un cubo cuyas seis caras
estan pintadas de seis colores distintos?

4. (Quién mira a quién?

1. La isla de los ojos celestes’

La vida cotidiana nos pone ante situaciones en las que hay que decidir. Decidir
rapido, decidir con compromiso, decidir racionalmente, decidir con pasién, decidir
pensando en el futuro, decidir sobre si tener un hijo ahora o no, si casarnos o no, si
comprar este departamento o no, si hacer esta inversidon o no, si seguir esta carrera
o no. Podria seguir, obviamente, pero estoy seguro de que la lista suya tomaria por
distintas direcciones. El hecho es que uno esta constantemente expuesto a decidir.
Pero para tomar decisiones elaboradas, educadas, racionales, hace falta tener
datos. Y si fuera posible, la mayor cantidad de datos. Hasta para patear un penal
hacen falta datos. ¢Qué sabe mi interlocutor sobre mi que yo no sé que él sabe?
¢Qué sé yo sobre él que él no sabe que yo sé? éCémo usar esa informacién en
beneficio propio?

La matematica, aunque no parezca, ofrece herramientas para tratar estos temas.
No son infalibles ni categédricas (en general), pero le dan claramente una ventaja al
otro si él las tiene y yo no. Y ni hablar si yo las conozco y ese otro no.

A lo que me quiero referir es a lo que se llama “conocimiento comun”. Ya vera de
qué estoy hablando. Lo voy a hacer con un ejemplo muy conocido, muy divulgado y
muy util. Hay multiples variantes de lo que se conoce con el nombre de “Ojos
celestes en la isla”.”> Acd es donde quiero hacerle una breve advertencia: lo que

sigue es un maravilloso juego de ldogica. No hace falta saber nada. No hace falta

74 Este problema fue publicado en el diario Pagina/12 el 5 de febrero de 2011.

7> La versién que figura acé es una de las mas sencillas que ofrece la literatura. Hay muchisimas fuentes que hablan
sobre el “conocimiento comun” o compartido. Cualquier libro que profundice un poco en la Teoria de Juegos tiene
un capitulo dedicado al “Problema de los ojos celestes en la isla”.
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haber estudiado nada. No hace falta mas que la capacidad para razonar que viene
incluida en el software que trae nuestro cerebro. Le invito a usarlo. Vera que vale la
pena. Si no se le ocurre la respuesta ahora, no tiene importancia. Mantenga con
usted mismo una discusién interna. Téngase paciencia.

Todo lo que sigue es —obviamente— ficticio. Se trata de una situacién ideal,
producto de la imaginacion. Eso si, lea las reglas con cuidado, porque son
importantes para decidir qué hay que contestar.

Acd va: en una isla hay 100 habitantes.”® Todos ellos tienen o bien ojos celestes o
bien ojos marrones. Todos ven el color de los ojos de los otros, pero no el color
propio. Estd prohibido hablar entre ellos de ese tema. No hay espejos ni trampas
posibles. Eso si, hay una ley en la isla que establece que si alguien descubre que
tiene ojos celestes, tiene que abandonar la isla inexorablemente a las 8 de la
mafiana del dia siguiente. Todos los pobladores tienen la misma capacidad para
razonar y todos son capaces de usar una ldgica impecable.”’

Un dia, una persona que llega de visita a la isla mientras los mira a todos dice:
“iQué bueno es ver al menos una persona con o0jos celestes después de tanto
tiempo de estar en alta mar!”.

Ahora le toca pensar a usted: équé consecuencias trajo esta frase entre los
habitantes de la isla? Es decir, una vez que los pobladores escucharon al visitante
decir que habia al menos uno de ellos que tenia ojos celestes, équé cree usted que

paso después?

Solucidén a “La isla de los ojos celestes”

¢Qué pudo haber pasado? Veamos. Por lo que dijo el visitante, por lo menos una de
las personas que estdn en la isla tiene ojos celestes. éQué pasaria si hubiera
exactamente uno solo? (No siga leyendo, piense usted qué le pasaria a esta
persona.)

Sigo yo: esta persona (la que tiene ojos celestes, pero no sabia que los tenia hasta

alli) ve que los otros 99 habitantes de la isla tienen ojos marrones. Por lo tanto, a la

7 No hace falta que sean 100 habitantes. Elegi un nimero cualquiera, pero el razonamiento que se usa para
encontrar la solucién transforma en irrelevante el nimero inicial de personas que habitan la isla.

77 Una variante interesante del problema es imponer como condicidn que no sélo abandonen la isla aquellos que
descubren que tienen ojos celestes, sino que abandonen la isla todos aquellos que descubran el color de ojos que
tienen, sea éste marrdn o celeste.
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mafana siguiente, a las 8, tiene que dejar la isla. Es que al saber que hay al menos
uno de los pobladores que tiene ojos celestes y él ve 99 que tienen ojos marrones,
él tiene que ser el de los ojos claros. Y alli termina todo.

¢éQué pasaria si hubiera exactamente dos personas que tienen ojos celestes?
Llamémoslas A y B. Podria pasar lo siguiente: A piensa que el visitante se estaba
refiriendo al color de ojos de B. Y B, pensaria lo mismo, o sea, que el sefor que
habld se referia a A y no a él. Ambos ven que hay 98 que tienen ojos marrones y
uno que tiene ojos celestes, pero nada saben sobre el color de ojos propios. Pero a
las 8 de la manana del dia siguiente, B advierte que A no se fue de la isla. Entonces,
eso significa que A ve que hay otra persona en la isla que tiene ojos celestes. Y
como B observa que hay 98 que tienen ojos marrones y sabe que A tiene ojos
celestes, entonces, no queda mas remedio que él mismo (B) tiene que tener ojos
celestes. Por lo tanto, a las 8 de la mafiana del segundo dia, B se va de la isla.

Y de la misma forma, este razonamiento que hice para B, es valido para A. Luego,
como consecuencia de lo que dijo el visitante, al segundo dia de haber hablado

enfrente de todos, se van los dos habitantes con ojos celestes.

Moraleja (hasta aca): Si en la isla hubiera exactamente dos
habitantes con ojos celestes, los dos se tienen que ir al segundo

dia de haber escuchado al visitante.

Un paso mas: ¢y si hubiera exactamente tres que tienen ojos celestes? (éNo le dan
ganas de pensar a usted solo?)

Llamemos A, B y C a los tres que tienen ojos celestes. Tomemos a uno cualquiera
de los tres, digamos A e imaginemos lo que tiene que estar pensando. A observa
que B y C tienen ojos celestes. También ve que los otros 97 pobladores tienen ojos
marrones. O sea, A sabe que hay dos con ojos celestes, 97 con marrones y lo que
no sabe es el color de ojos que tiene él. Pero el dato que ahora tiene es el que
vimos mas arriba: si hay exactamente dos habitantes que tienen ojos celestes en la
isla, entonces a las 8 de la mafiana del segundo dia de haber escuchado al visitante,

tienen que irse de la isla.
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Cuando A advierte que ni B ni C se fueron de la isla al pasar el segundo dia, eso
Unicamente pudo haber pasado si hay mas de dos pobladores que tienen ojos
celestes. Y como los 97 restantes tienen ojos marrones, no queda mas remedio que
descubrir que es él, A, el que tiene los ojos celestes. Luego, a las 8 de la mafana
del tercer dia, A se va de la isla.
Y como el mismo razonamiento vale para B y para C, la conclusidon es que si hay
exactamente tres habitantes en la isla que tienen ojos celestes, entonces al tercer
dia de haber escuchado al visitante, abandonan la isla.
Como usted advierte, este razonamiento se puede seguir haciendo en el caso de
gue haya cuatro, cinco, hasta 100 habitantes con ojos celestes. El resultado sera el
mismo. Por ejemplo, si hay exactamente 37 pobladores con ojos celestes, al llegar
el dia 37 después desde que hablara el visitante, esas 37 personas se iran de la isla.
No antes, pero tampoco después.
Reflexion final: Todo esto que figura mas arriba parece un juego. En realidad,
lo es, pero no tanto. Hasta que llego el visitante todo el mundo veia el color
de ojos de todo el mundo y eso no cambid. Pero el dato adicional que esta
persona proporcioné cambid totalmente el escenario de la isla. No s6lo ahora
todos saben que al menos uno tiene ojos celestes, sino que conforme van
pasando los dias, en la medida que nadie abandone la isla, va diciendo
cuantos son los que tienen ojos celestes. Y, obviamente, tiene que llegar un

momento en el que se tengan que ir todos los que tienen ese color de ojos.

En la vida cotidiana no alcanza con saber algo. Importa también saber qué es lo que
saben los demas y poder descubrir no sélo cdmo usarlo en beneficio propio, sino
saber descubrir qué hara el otro con ese conocimiento que tiene. Esto es lo que se

|\\

llama el “conocimiento comun”: no bien el visitante hablé y les comunicé a todos
gue habia al menos un habitante que tenia ojos celestes, esa informacién paso a ser
de publico conocimiento y cambio todo el escenario.

Aunque no lo parezca, aprender a razonar de esta forma es hacer matematica
también. En todo caso, es una lastima que este hecho no sea de conocimiento

comun.
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2. Las algas usan medias rojas’®
Viernes por la noche. Hora pico. Mucha gente mirando. El periodista (de
televisién) mira fijo a la cdmara y dice — luego de consultar sus papeles — :
“Los datos que nos da el Servicio Meteoroldgico Nacional son los siguientes.
Para el sabado hay un 50% de posibilidades de que llueva. Lo mismo para el
domingo, 50% de posibilidades de lluvia”.
Deja sus papeles apoyados arriba del escritorio y ofrece una conclusién. “En
consecuencia, las chances de que llueva este fin de semana son de un
100%."
Se sonrid, como quien cree haber hecho un aporte valioso y le dejé lugar a su

compafiera para que siguiera con otras noticias.

Esta historia, que parece descabellada, la publicd hace muchos afios (en 1988) John
Allen Paulos en uno de sus primeros (y deliciosos) libros: Innumeracy (“El nombre
anumérico”).
El error del periodista parece obvio. Su conclusién, ciertamente equivocada, casi
cOmica, o tragicoOmica.
En casos tan flagrantes es facil advertir el error (éo no?). Pero, en otros, épasa lo
mismo?
Fijese en este ejemplo. Lea las frases que figuran mas abajo. Son cuatro. Luego,
hay una conclusion. Léala también. Y deténgase alli. No siga sin pensar sola/solo.
No hay nadie que lo vea leyendo este libro. Mas aun, si su deduccidén es correcta o
falsa poco importa. En todo caso, lo Unico que yo valoraria es el tiempo que usted le
dedique a pensarlo.
Aca van las frases.

1. Las algas usan medias rojas.

2. Todo objeto o animal o persona que usa desodorante sabe tocar el saxo.

3. Todo lo que eche humo usa desodorante.

4. Nada ni nadie que use medias rojas puede tocar el saxo.
En consecuencia, se deduce que: “Las algas echan humo”.

¢Es correcta esta conclusion?

78 Este texto —aqui editado— fue publicado en el diario Pagina/12 el domingo 30 de mayo de 2010.
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Yo sé que cuando uno va leyendo las distintas frases no puede menos que pensar
“éde qué esta hablando este tipo?, se volvié loco”. Y tendria razoén.

Peor aun, équé sentido tiene preguntarse si hay algas que echan humo, o usan
medias rojas o a quién le importa lo que hacen con el desodorante?

Sin embargo, todo lo que antecede si tiene sentido. En todo caso, lo que no tiene es
EL sentido que nosotros queremos darle si uno piensa en lo que realmente significa
echar humo, usar medias (rojas o no), desodorantes, tocar el saxo, etcétera.

Todas estas palabras estan llenas del contenido que la cultura (o el idioma) les da,
pero... pero si uno fuera capaz de quitarles el significado, entonces podriamos
avanzar en una nueva direccion.

Y, ademas, aprovechar para usar un poco de matematica en el camino. De estas
situaciones esta llena la vida cotidiana, llena. El problema es que no nos damos
cuenta necesariamente, y, por lo tanto, sacamos conclusiones que desafian a la
l6gica. ¢O no?

La/lo invito entonces a que relea las frases y que piense si es posible que la
conclusion sea verdadera. Es decir, si establecidas las reglas que imponen las

frases, lo que se infiere es acertado o equivocado.

Solucidén a “Las algas usan medias rojas”

Me apuro a decir que la conclusién es equivocada. éPor qué?

Lo que voy a hacer es suponer que es cierta (la conclusién) y mostrar que eso
implicaria llegar a una contradiccion. Esta es una herramienta muy Uutil y no
necesariamente bien explotada en la vida cotidiana: suponer que lo que se quiere
demostrar es cierto y, llegado el caso, arribar a un absurdo. En este caso, lo que
uno supuso inicialmente es equivocado.”®

Supongamos, entonces, que las algas echan humo, y mi propdsito es que nos
convenzamos juntos (usted y yo) de que hay algo que no cierra o que genera una
contradiccion. Inténtelo usted por su cuenta. Si no, lea lo que sigue mas abajo.

Tenga a mano las cuatro frases y la conclusion.

7® El extraordinario matematico inglés G. H. Hardy (1877-1947) escribidé sobre la “prueba por contradiccién” o lo
que se conoce también como la “demostracién por el absurdo”. Se trata de una de las herramientas mas finas de
los matematicos. En el ajedrez muchas veces uno apela a sacrificar una pieza (un pedn, un caballo, un alfil, incluso
la dama) con el objeto de mejorar su posicidon. EI matematico, en cambio, en el afan de probar que tiene razoén esta
dispuesto a sacrificar la partida.

171 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

Sigo: si las algas echaran humo, por la frase nUmero 3, querria decir que las algas
usarian desodorante (lea lo que dice la frase 3: “Cualquier cosa que echa humo usa
desodorante”).

Luego, por la frase 2, “Todo objeto o animal o persona que usa desodorante sabe
tocar el saxo”. Como decimos que las algas, por el hecho de echar humo, usan
desodorante (frase 3) y todo lo que usa desodorante sabe tocar el saxo (frase 2),
entonces eso indica que las algas saben tocar el saxo.

Paro aca por un instante: acabamos de demostrar que si fuera cierto que las algas
echaran humo, entonces, sabrian tocar el saxo. (*)

Pero, por otro lado, la frase 1 dice que “Las algas usan medias rojas” y la 4 afirma
gue nada ni nadie que use medias rojas puede tocar el saxo. O sea, las algas no
pueden tocar el saxo. (**)

Entonces, si uno junta las dos afirmaciones (*) y (**) descubre, por un lado, que
las algas deberian saber tocar el saxo y, por otro lado, que no pueden tocar el saxo.
Eso es una contradiccion.

Esta contradiccién provino de suponer que era cierto que “las algas echan humo”.

Por lo tanto, no echan humo vy la frase es falsa.

Moraleja: Es obvio que uno no tendra que enfrentarse en su vida ni
con algas que echen humo, ni que usen medias rojas ni que se
pongan desodorante. Pero aunque parezca todo irrelevante,
créame que en la vida cotidiana este tipo de situaciones aparece
mucho mas frecuentemente que lo que usted se imagina. Y

conviene estar preparado. O educado, como prefiera.

3. ¢(Cuantas formas hay de construir un dado con un cubo cuyas seis caras
estan pintadas de seis colores distintos?

Suponga que tiene un cubo de manera tal que cada lado o cara esta pintada de un
color diferente. El objetivo es tratar de construir un dado. Como usted sabe un dado
tiene distribuidos los nimeros del 1 al 6, pero no de cualquier forma. Es decir, las

caras opuestas tienen que sumar siete.
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Por lo tanto, detras del 1 tiene que haber un 6, la cara opuesta a un 2 tiene que
tener al nUmero 5 y, por ultimo, los lados que tengan al 3 y el 4 también tienen que
ser opuestos.

Dicho esto, si uno tiene el cubo original, {de cuantas formas se pueden asignar los
numeros 1, 2, 3, 4, 5 y 6 de manera tal de obtener un dado con las restricciones

que figuran mas arriba?

Solucidén a Cuantas formas hay de construir un dado con un cubo...?”
El problema consiste en contar adecuadamente la forma de distribuir los nimeros
en las seis caras. En todo caso, las restricciones son las que tienen que cumplir las
caras opuestas del cubo. Es decir, los lados opuestos tienen que tener:

l1y6

2y 5

3y4.

Por lo tanto, esto ensefia que una vez que uno elige una cara para el nUmero 1 (por
ejemplo) ya no tiene mas libertad para poner al nUmero 6: itiene que ir en la cara
opuesta a la que eligié para el 1!

De la misma forma, elegir un lugar para el 2, condena al 5 y lo mismo con el 3y el
4,

Ahora podemos empezar a contar juntos. ¢De cuantas formas se puede ubicar al
nimero 1? Como todavia no hay ninglin numero en el cubo, la libertad es completa:
hay seis posibles lugares. Una vez elegido el lugar para el 1, como decia mas arriba,
del otro lado tiene que haber un 6.

Ahora quedan cuatro caras por llenar. Es decir, para cada una de las seis formas de
ubicar el numero 1, hay cuatro formas de distribuir el nimero 2 (y por lo tanto el
5).

O sea, hasta aca, hay

6x4=24

formas de distribuiral 1, 6, 2 y 5.
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En cada uno de estos 24 casos quedan dos caras libres. Por lo tanto, el 3 puede ir
en cualquiera de las dos (y por lo tanto al nUmero 4 no le queda mas remedio que

ubicarse en la cara opuesta): o sea, 24 x 2 = 48.

Moraleja: Hay 6 x 4 x 2 = 48 formas de construirse un dado.®°

4. ;Quién mira a quién?®*

Ya hablamos de Peter Winkler, un matematico norteamericano nacido en 1946 y
uno de los especialistas mas importantes del mundo en matematica recreativa. Es la
matematica que yo creo que tendria que tener una fuerte insercion en los primeros
estadios de la formacién de nuestros niflos y en la educacidon secundaria también.

El problema que voy a presentar mas abajo es entretenido y sencillo. No es la
version original que presenta Winkler, sino una adaptacion mia, pero los cambios
son irrelevantes. Eso si, el propio Winkler cuenta que él lo encontré en la Sexta
Competencia de Matematica de la ex Union Soviética que se realiz6 en Voronezh en
1966.%2

Supongo que si usted comparte la percepcion de la mayoria de la gente de que todo
lo que tenga que ver con la matematica es abstracto, duro y no hecho para mi,
entonces es posible que decida no avanzar con el texto que sigue. Pero se perdera
la oportunidad de entretenerse y de pensar. (Tiene algo mucho mas importante
para hacer? Si es asi, déjelo para después pero no lo abandone, porque se privara
de darse la oportunidad de sentirse bien con usted mismo.

Acd va: “Un numero IMPAR de alumnos de una escuela estan distribuidos en el patio
en el momento de un recreo. Sin embargo, la distribucidon no es cualquiera: todas
las distancias entre pares de estudiantes son numeros distintos. Es decir, si por
ejemplo hay dos nifos que estan a un metro de distancia, no puede haber ningin

otro par de alumnos que también estén a un metro exactamente.

80 vale la pena enfatizar, una vez mas, que se trata de un cubo con todas las caras pintadas de distintos colores. Si
asi no fuera, la cantidad total se reduciria a 4 x 2 = 8 formas.

81 Este texto fue publicado en Pagina/12 el 18 de agosto de 2010.

82 | a referencia aparece en el libro Mathematical Puzzles, cuyo autor es el matematico norteamericano Peter Winkler.
La version original se llama "Soldados en el campo (de batalla)”. Lo cambié por estudiantes en un recreo porque
todavia conservo el rechazo por todo lo que tenga que ver con soldados, campos de batalla, guerra y demas
sindnimos.
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La maestra les pide a todos gque concentren la vista en el compariero que tengan mas cerca.
El problema consiste en demostrar que tiene que haber al menos un estudiante al
que no lo mira nadie”.

Como usted advierte, el planteo es realmente muy sencillo: un nimero impar de
chicos distribuidos en el patio de una escuela, todos a distancias distintas entre si y
todos tienen que mirar al que mas cerca tienen. Todo lo que hay que hacer es
demostrar que sea cual fuere la disposicidon de los chicos, siempre tiene que haber
al menos uno al que no lo esta mirando nadie.

¢Tiene que ver esto con la matematica? Respuesta apurada: isi! Esto es parte de la
matematica. Claro que no tiene nada que ver con angulos opuestos por el vértice ni
casos de factoreo ni de sacar paréntesis ni de sumar fracciones. Pero es parte de la
matematica recreativa, la que —creo— deberia explorarse y explotarse mas en las
escuelas y los colegios para luchar contra la percepcion instalada (y con absoluta
razon) de que la matematica que se ensefia estd totalmente desligada de la
realidad.

Por supuesto que no se me escapa que el problema en si mismo, asi como lo
planteé, es virtualmente imposible que suceda en la vida cotidiana: équién va a
distribuir un nimero impar de chicos en un colegio cuiddndose de que todos estén a
distintas distancias y mirando al que uno tiene mas cerca? Respuesta obvia: nadie.
Pero la diferencia estd en que pensar problemas de este tipo no sélo es
entretenido/divertido, sino que, ademas, permite desarrollar estrategias que quizas
parezcan solo utiles para este problema en particular, pero que yo creo que abre
caminos para problemas futuros, para la vida de todos los dias. La mayoria de
nosotros tiene que tomar decisiones cotidianamente, tiene que evaluar opciones,
opinar... y la matematica es la fuente natural para entrenarse.

Mas alla de la digresion, le sugiero que piense el problema porque vale la pena. Y no

hay apuro. No lea la solucién si no le dedicé un rato. En fin, usted decide.

Solucién a “¢Quién mira a quién?”

Por las dudas, aqui va la solucion.
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El nimero de estudiantes involucrados es un nimero impar cualquiera. A los efectos
de hacer mas visible el razonamiento, voy a suponer que hay 11 alumnos, pero el
argumento funciona exactamente igual para cualquier niumero impar.

La primera cosa que quiero hacer es mostrarle que si hay dos

alumnos (o mas) que estdan mirando al mismo entonces el problema esta resuelto
({quiere pensarlo usted por su cuenta?).

Es que si hay dos alumnos mirando al mismo, eso quiere decir que hay nueve de los
once que no sabemos a quién miran. Pero como quedan diez (de los once) por ser
mirados, entonces, hay 9 que tendrian que mirar a 10. Esto es imposible. Luego, al
menos uno de los alumnos no es observado por nadie. Y eso es lo que queriamos

demostrar.

Moraleja 1: Si hay dos (o mas) nifios mirando al mismo

entonces el problema esta resuelto.

En lo que sigue, entonces, voy a suponer que cada niflo es mirado a lo sumo por un
solo companiero. Y aun asi voy a tratar de convencerla/lo de que hay un nifio que no
es mirado por nadie.

Veamos. Entre todas las posibles distancias que hay entre los chicos tiene que
haber alguna que sea la menor (ya que son todas distintas). Esos dos nifios se
tienen que estar mirando entre si (ya que no puede haber ningln otro nifio mas
cerca).

Pero no sdélo eso: no hay ninguno mas mirandolos porque, si no, tendriamos el
problema resuelto por lo que vimos mas arriba.

Acad es donde interviene un tipico argumento matematico: puedo retirar de mi
analisis a estos dos ninos ya que entre ellos no estad el que estoy buscando (el que
no es mirado por nadie). Hago de cuenta entonces que estos dos nifios no estan en
el patio. Ahora me quedo con nueve (de los 11 iniciales), y repito el

procedimiento.®?

83 Es decir, ahora es como si empezdramos el juego desde el principio, pero con nueve nifios en lugar de once.
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Entre estos nueve que quedaron hay dos que estan separados por la menor
distancia. Y, como en el caso anterior, los puedo retirar porque ninguno de los dos
es el candidato que busco (nifio no mirado por nadie). Ahora tengo siete. Y sigo con
la misma idea. En algin momento, quedaran cinco, después tres... y, finalmente,
uno solo. Justamente este Ultimo nifio es el que estoy buscando. El es quien no esta

siendo mirado por nadie. éSe entiende?

Moraleja 2: La solucion de este problema utiliza herramientas
tipicas de la matematica que no son popularmente conocidas
(pero deberian). Ir retirando los estudiantes de a dos (y
argumentando las razones que permiten hacerlo) hasta llegar al

final muestra el poder de este proceso.?

Moraleja 3: Haber evaluado el caso de 11 alumnos en lugar del
caso general con un niumero impar, lo Unico que hizo es tomar un
caso particular que sugiere lo que hay que hacer en el caso
general. Lo Unico que importa es que sea un numero impar de
estudiantes, porque al ir retirando de a dos en algun momento el
proceso va a terminar con un solo alumno que no es mirado por

ningun companero.

Conclusién: Es obvio que la matematica recreativa no es toda la matematica
(ni mucho menos). Pero también es cierto que alguien que va a empezar en
su vida aprendiendo cdmo usar herramientas tan poderosas como las que se
utilizan en este problema necesita que lo ayuden a disfrutar de lo que esta
haciendo. Y de eso se trata: aprender, estudiar o ir al colegio/escuela no
puede ni debe estar emparentado con el sufrimiento (que obviamente

produce rechazo).

84 Se conoce con el nombre de "razonamiento inductivo” o "recursivo”, en este caso.
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La idea es entrenarse para resolver problemas que presenta la vida cotidiana
aprendiendo a usar la mayor cantidad de herramientas disponibles.

Por eso, aprender jugando no es una mala idea.
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Capitulo 7
MISCELANEA

Contenido:
1. Numeros, estamos rodeados
2. ¢Se puede construir una curva de longitud tan grande como uno quiera,
pero que quepa en una hoja de papel?
3. Si el infinito fuera un nimero
4. Cuidado con el infinito

Mas sobre la serie armoénica (o El regreso de la serie armdnica)

1. NUmeros, estamos rodeados

¢Qué incidencia tienen los nUmeros en su vida? Si, los numeros. {¢Qué relacién tiene
usted con ellos? ¢éCudnto le importan? éCuanto los necesita? ¢Cuanto los usa?

Acd abajo, voy a escribir una lista (con varios numeros). En principio, no hay
ninguna relacién entre ellos, pero le pido lo siguiente: no los lea todos rapidamente.
Léalos uno por uno y tdmese un tiempo para pensar qué le significa cada uno (si es
que le significan algo).

En todo caso, la/lo invito a que, cuando recorra la lista, vaya imaginando o
preguntandose si los puede poner en algin contexto en el que cada uno tenga algun
sentido para usted, si los puede asociar con algo. Después, mas abajo, yo le cuento

lo gue me representan a mi. Aca va.

N° orden Numero N° orden Ndmero N° orden NuUmero N° orden Ndmero
1 1492 11 0 21 36,7 31 60
2 3,1416 12 10 22 90 32 1812
3 1976 13 7 23 1816 33 7.000.000.000
4 365 14 1 24 54 34 2001
5 1978 y 1986 15 18 25 2 35 666
6 09-nov. 16 9 26 180 36 25-muy
7 29 17 40.000.000 27 1789 37 09-jul.
8 1810 18 2012 28 13 38 14,22y 48
9 100 19 30 29 360 39 1984
10 24 20 1914-1918 y 1939-1945 30 11
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Ahora, escribo algunas reflexiones mias sobre cada uno de ellos, pero la idea

original seria que lo hiciera usted, y no yo.

1492 afno del descubrimiento de América

3,1416 aproximacion al numero pi

1976 comienzo del genocidio en la Argentina

365 dias que tiene un afio

1978 y 1986 Argentina campedn del mundo en fatbol

9-11 numero asociado al ataque a las Torres Gemelas en Nueva
York

29 dias de los noquis

1810 ano de la Revolucidon de Mayo

100 grados en los que hierve el agua; metros llanos

24 horas que tiene un dia

0 la nada; la presencia de la ausencia; temperatura de
congelamiento del agua

10 Maradona; la cantidad de mandamientos

007 James Bond

1 el numero 1, ¢hace falta explicar algo mas?

18 comienzo de la adultez

40 mazo de cartas espafolas, “las cuarenta” en el tute

9 el “centroforward”, éo murié al amanecer?

40.000.000 de argentinos

2012 el afio en el que este libro posiblemente saldra impreso; el
afio que viene para mi, aunque en realidad serviria para
cualquier afio en el que usted esté leyendo este texto

29 dias que tienen todos los meses, salvo febrero; ademas,
dias de pago... no para todos, claro

1914-1918 y Primera y Segunda Guerra Mundial 36,7 de aqui en mas,

1939-1945 empieza la fiebre

90 los grados del angulo recto

1816 afno de la independencia argentina
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54 codigo telefdnico de la Argentina para llamar del exterior

2 écdmo no poner al dos?

180 en grados, lo antipodal, lo opuesto

1789 Revolucion Francesa

13 la yeta, martes o viernes, pero yeta al fin... para los que
creen

360 grados, o lo que es lo mismo, una vuelta completa

11 un equipo de futbol

60 minutos, segundos; la linea mas popular de colectivos para
los que viven en Buenos Aires

1812 obertura de Tchaikovski... émuy sofisticado?

110 la guia

7.000.000.000
2001

numero aproximado de habitantes de la Tierra

(Odisea del Espacio)

666 (el diablo)

25-5 (25 de Mayo, Revolucién de Mayo)

9-7 (9 de Julio, Independencia)

14, 22 y 48 (el borracho, los patitos y “il morto che parla”, en la
quiniela)

1984 (famosa novela de George Orwell)

Obviamente, la lista no es exhaustiva —ni mucho menos — pero pretende exhibir
gue tenemos una relacién cotidiana y constante con una cantidad de nimeros que
nos significan cosas. No agregué (simplemente porque no los sé) los siguientes
numeros que identifican a una persona aun mas, y que para cada uno son distintos:

1. numero del DNI

2. numero de pasaporte

3. numero de legajo (si trabaja en alguna gran empresa o reparticién del

Estado)
4. su domicilio postal
5. cbdigo postal

6. numero de teléfono de su casa
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7. numero de su celular
8. las lineas de colectivo que le son familiares

9. aniversarios, cumpleafos y demas.

También estoy seguro de que todo el mundo sabe que las 4 y las 16 horas son lo
mismo, igual que las 21 y las 9 horas. No se me escapa (igual que a usted) que si
escribo las 7 en lugar de los 7, es porque ese numero esta ligado con “las 7 de la
mafiana” y el sonido de la alarma. La mayoria de los chicos lo conocen bien... y los
adultos también.

Y estoy seguro de que cada uno de ustedes, mientras estad leyendo esto, debe de
estar pensando: ¢y cdmo no incluyo tal o cual?

Los niumeros nos tienen rodeados. Estamos impregnados de ellos. Los necesitamos
para medir: el peso, el tiempo, la altura, la distancia, el colesterol, la temperatura,
la superficie, el volumen, el sueldo, un precio, la humedad, la presién, el pulso, los
resultados en cualquier deporte, los récords en esos mismos deportes, équiere
seguir usted?

No pretendo sacar ninguna conclusidn. Sdélo quiero describir. éNo es increible que
los nUmeros formen un sistema tan poderoso que impregna e infiltra nuestras vidas
como ninguna otra cosa? Para terminar, haga la siguiente prueba: escriba los
nimeros que figuran arriba y pdéngalos en inglés. Y después, sucesivamente en
francés, portugués, italiano, aleman, danés, holandés, noruego, incluso en chino.
¢Qué? éNo sabe todos estos idiomas? No importa. El de los nimeros es un lenguaje

—casi®®— universal. No necesita traduccion.

2. ¢(Se puede construir una curva de longitud tan grande como uno quiera,
pero que quepa en una hoja de papel?®®

¢Qué sentido tendria esta pregunta si no existiera la restriccion de poder dibujar
una tal curva en una hoja de papel? Es decir, si se tratara solamente de dibujar o de

encontrar una curva de longitud tan grande como uno quiera (eventualmente

85 Un dato muy interesante que me apuntd Carlos D’Andrea: curiosamente, el sanscrito, empleado por los iranies,
por ejemplo, usa otros caracteres para los nimeros. Pero es casi el Unico, al menos entre los paises que participan
en la Olimpiada Internacional de Matematica.

8 No estd dicho explicitamente, pero seria bueno, si fuera posible, que la curva no se corte a si misma.
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infinita), uno podria trazar una recta®” o una semirrecta, y en ese caso ya tendria lo
que quiere. Pero en cualquiera de esos dos casos tendriamos una curva que no
entraria dentro del marco de una hoja de papel.

Lo que parece transformar el problema en algo imposible o dificil de concretar, es
que el dibujo hay que poder hacerlo dentro de una superficie acotada. ¢Se podra?
Antes de leer la respuesta, como siempre la/lo invito a que lo piense por su cuenta.
No hace falta que conteste en forma inmediata. TOmese su tiempo. Digo, tdmese
tiempo para pensar. Disfrute de que no le salga rapido, si es que eso sucede.

En todo caso, una ayuda. No siga leyendo si tiene ganas de reflexionar en soledad.
Si no, le digo lo siguiente: se puede. Es decir, es posible encontrar curvas de
longitudes tan grandes como uno se proponga. Mas aun, uno puede encontrar un

método para construirlas.

Respuesta a ¢Se puede construir una curva de longitud tan grande como
uno quiera, pero que quepa en una hoja de papel?®®

La respuesta es que si, se puede. El asunto ahora es construirla. Y le invito a que lo
hagamos juntos.

Vamos a comenzar dibujando algunas curvas y les vamos a calcular la longitud a
cada una de ellas. Y usted advertird de inmediato cémo es posible ir construyendo
curvas de longitudes cada vez mas grandes, sin salirnos del marco que provee una

hoja de papel.

87 ¢Pens6 alguna vez que una recta es un caso particular de una curva? Es que una recta es una curva pero en

donde la curvatura es constante. Pero esto no alcanza, porque un caso muy conocido de curva con curvatura
constante es un circulo. Pero lo que sucede es que una recta es una curva de curvatura constantemente... icero!

8 En http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Calculus/NoLimit.shtml y en

http://en.wikipedia.org/wiki/Koch snowflake

se puede encontrar el dibujo del tridngulo original y de las sucesivas curvas que uno va generando, cada vez con
mas segmentos que las componen, y con longitud tendiendo a infinito.
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Figura 1 Figura 2

Flgura 3 Figura 4

Empiezo con un tridngulo equildtero (o sea, un tridngulo de tres lados iguales).
Cada lado tiene longitud 1. Por lo tanto (si nos quedamos con el perimetro de ese
tridngulo, el contorno, como primera curva), esta curva tiene longitud 3 (la suma de
los tres segmentos que lo componen), como se ve en la Figura 1.

Ahora, para conseguir la segunda curva, voy a modificar cada segmento del
triangulo original. Marco ahora dos puntos en cada uno de los segmentos (que
tienen longitud 1). Como se ve en la Figura 2, las dos marcas estan hechas de
manera tal de dividir ese segmento en tres segmentos iguales. Por lo tanto, cada
segmento nuevo tiene ahora longitud 1/3.

Ahora, dejamos como estan los dos segmentos de las puntas mientras fabricamos
una especie de carpa por encima del segmento del medio, formando con éste un
tridngulo equilatero de lado 1/3, en la Figura 3.

Como hago esto con cada uno de los lados del tridngulo original, ahora cada

segmento de longitud 1 queda reemplazado por cuatro segmentos de longitud 1/3
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cada uno. La longitud de esta nueva “curvita” (la suma de estos cuatro segmentos)
es ahora 4/3.
Como en el tridngulo original habia tres segmentos de longitud 1, y reemplacé cada

uno por una nueva curva que ahora mide 4/3, en total, la nueva curva mide

3x (4/3) = 4

Entonces, ahora tenemos dos curvas. La primera mide 3 unidades. La segunda mide
4 (ver Figura 4).

Por otro lado, quiero contar el nUmero de segmentos que hay en cada curva. En la
primera curva (que era un triangulo) hay 3 segmentos. En la segunda, cada
segmento del tridngulo original dio lugar a cuatro segmentitos (cada uno de

longitud 1/3). Por lo tanto, ahora hay

3 x4 =12 segmentos

Ahora, a partir de la segunda curva, construimos una tercera. El procedimiento es
una réplica del que usé recién para fabricar la segunda a partir de la primera.

Divido cada segmento de la segunda curva en tres porciones iguales (en este caso,
cada una mide 1/9) y fabrico, como antes, una nueva curva formada por cuatro
segmentos en donde los dos segmentos del medio forman, otra vez, una suerte de
carpa por encima del segmento del medio. Como cada segmento mide ahora 1/9, y

en total hay 4 de ellos, se tiene que cada una de esas nuevas curvitas mide ahora

4x1/9 =4x(1/32)

Como, ademas, sabemos que hay 12 segmentos, ahora en total la curva numero 3

mide:

12 x (4/32)
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¢Y cuantos segmentos tiene esta nueva curva? Como habia 12 en la curva 2, y cada

segmento queda dividido en 4 partes, ahora, la curva 3 tiene:
12 x 4 = 48 segmentos = 3 x 42 segmentos
Voy a dar un paso mas. Usando la misma técnica que usé para crear las curvas 2 y
3 a partir del tridngulo original, ahora fabricamos una cuarta curva. Cada segmento
de la curva 3 mide
1/9 = 1/32.
Como lo voy a dividir en 3, cada segmento ahora va a medir

1/27 = 1/33

Cada segmento de la curva tres se amplia a cuatro en la cuarta curva, por lo que

ahora esta nueva curva mide:

48 x 4/27 = 3 x42x4/33 = 3 x (4/3)3
Para calcular el numero de segmentos, lo que hay que hacer es multiplicar por 4
cada segmento que habia en la curva 3. Como habia 48 segmentos (o sea, 3 x 42
segmentos), ahora hay

3 x 43 segmentos = 192 segmentos

Moraleja (y resumen):

Numero de curva Numero de segmentos Medida

1 3 3

2 4x3=12 3x4/3
3 4? x 3 =48 3 x (4/3)?
4 43x3=192 3 x (4/3)°
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4% x 3 =768 3 x (4/3)*

n 4" x 3 3 x (4/3)"

Entonces, si uno reitera este proceso indefinidamente, va obteniendo curvas que se
componen cada vez de mas segmentos (en el paso enésimo hay (4n x 3) segmentos
en total), pero lo interesante es que la longitud de cada curva es cada vez mayor. Y
esto sucede porque el numero (4/3)n es cada vez mas grande a medida que
aumenta el nUmero n.

De hecho, como el nimero (4/3)n tiende a infinito (o sea, si usted me da un
numero positivo cualquiera, digamos 100 por poner un ejemplo, yo puedo encontrar
un numero natural n de manera que (4/3)n es mayor que 100).

Justamente, sin = 17, entonces

(4/3)17 = (aprox.) 133,03 > 100

Y si usted me pidiera que encontrara un numero n de manera tal que (4/3)n >

1.000 también lo voy a encontrar. En este caso, si n = 25 entonces

(4/3)25 = 1.328,82 > 1.000

De esta forma, uno se convence de que las longitudes de estas curvas tienden a
infinito; o sea, se hacen tan grandes como uno quiera, pero al mismo tiempo todas
estas curvas estan encerradas en una hoja de papel, y estdn metidas dentro de una

region acotada alrededor del tridngulo original.®®

3. Si el infinito fuera un namero
Supongamos que el infinito fuera un namero. Lo voy a llamar S (para no llamarlo

00).

8 Un paso mds, un poco mas sofisticado: si uno hiciera tender el nUmero n a infinito, la curva limite también existe
y se llama el "copo de nieve de Koch”, curva que no tiene una longitud finita, pero que estd encerrada en la misma
hoja de papel original.
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Entonces
1+2+4+8+16+32+... =5 (*)

Luego, si resto 1 de cada lado. queda:
2+4+8+16+32+...=S5-1
Pero en el término de la izquierda, puedo “sacar 2 como factor comun”.

2(142+4+8+16+..)=S-1

Y lo que ahora queda entre paréntesis en el término de la izquierda es lo que

originalmente —ver (*) — llamamos S. Luego, resulta:

25=S-1

Pero entonces, si 2S = S - 1, entonces, resto S de cada lado y se tiene el siguiente

—increible— resultado:

25-S=-1
O sea,

S=-1

Por lo tanto, si uno supusiera que el infinito fuera un nimero, y uno utilizara las
operaciones habituales de la aritmética, llegaria a la conclusién de que S, itiene que
ser un numero negativo! Y nada menos que (-1).
Por lo tanto, infinito ino es un nimero!

Muy bonito, éno?

4. Cuidado con el infinito
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Acompaneme en este razonamiento. Supongamos que voy a sumar alternadamente
infinitos niUmeros uno y numeros menos uno. Mas aldn: voy a suponer que el
resultado de hacer esa suma es un niumero que voy a llamar A.
Es decir, si quiero hacer:

1-1+1-1+1-1+...=A
Luego, fijese que puedo REESCRIBIR este numero A, asi:

A=1-(1-141-1+1-14..)=1-A

(ya que el término que estd entre paréntesis. es justamente A). Luego, resulta la

igualdad:
A=1-A
Y por lo tanto, se tiene:
2A =1
O lo que es lo mismo:
A=1/2

Como usted advierte, esto es imposible: ¢CoOmo va a resultar 1/2 una suma de
ndmeros enteros?

Esto exhibe bien claramente que las reglas que uno puede usar para operar
aritméticamente (sumar, restar) con conjuntos finitos de nimeros ya no son mas
validas cuando uno opera con conjuntos infinitos de nimeros.

Sin embargo, en otros casos, esas reglas si se pueden usar y el resultado que se
obtiene es el correcto. Fijese:

En el episodio 1 de Matematica... ¢estas ahi? (paginas 90 y 91) demostré que

189 Preparado por Patricio Barros



¢Como, esto también es matematica? www.librosmaravillosos.com Adrian Paenza

1+1/2+1/4+1/8+ 1/16 +1/32 +... =2

Pero quiero usar ahora las mismas reglas que utilicé arriba y que no funcionaron
para calcular la suma. Quiero averiguar qué pasaria ahora si las uso otra vez. Es
decir:

Si llamo

A=1+1/2+1/4+1/8 +1/16 + 1/32 +...

Entonces, multiplicando por 2, se tiene

2A=2+1+1/2+1/4+1/8 + 1/16 + 1/32 +...

O sea,

2A =2+ A

Luego, si resto A de los dos lados de la igualdad, se tiene:

Y este resultado sabemos que es cierto.

Moraleja: Cuando uno trabaja con conjuntos infinitos de nimeros, las reglas con las
gue uno estd acostumbrado a operar algunas veces funcionan y otras no. La
matematica se ocupa (en estos casos) de buscar condiciones que sirvan para poder
determinar de antemano si se puede o0 no se puede usar las reglas convencionales.

® cuando una serie es absolutamente convergente, se

Para aquellos interesados,’
pueden conmutar los términos de cualquier forma, y eso no altera la convergencia.
Es decir, si converge de una forma, converge con cualquier otro reordenamiento de

términos. Y si diverge de una forma, diverge con cualquier otro ordenamiento

0 Escribo "interesados” y pienso en aquellos que han leido sobre series numéricas, uno de los temas mas Utiles y
fascinantes de la matematica.
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también. Y son los Unicos casos en los que se pueden usar las reglas de la suma
para conjuntos finitos. Es decir, si no es absolutamente convergente, entonces el
resultado es falso. Esas reglas no se pueden usar. Por eso, en el caso de la primera
serie (1-1+1-1+4 1...), como no es absolutamente convergente, usar lo que
sabemos para conjuntos finitos en este caso, termina en un disparate. En el
segundo caso, en el de la suma de la serie geométrica de razén 1/2, el
reordenamiento no altera la suma, y por eso uno concluye —correctamente— que el

resultado es 2.

5. Mas sobre la serie armodnica (o El regreso de la serie armdnica)

En la pagina 83 del episodio 2 de Matematica... ¢estas ahi?, escribi sobre la
divergencia de la serie armonica.

Ahora, algunos datos mas, que son mas faciles de obtener a medida que las
computadoras son cada vez mas rapidas.

a). Como se sabe que la serie armédnica diverge, entonces tiene sentido
preguntarse: écuantos términos hay que sumar para que la suma supere al nimero
5? Esta respuesta es — relativamente— facil. Hacen falta (inténtelo usted para

convencerse) sumar mas de 100 términos:

1+1/2+1/3+1/4+1/5+1/6+ 1/7 +...

Y asi siguiendo. Cuando uno pasa los 100 términos (o sea, llega hasta el término

1/100) la suma es mas grande que cinco.

b). ¢Y para superar al nimero 100? En este caso, la respuesta es muchisimo mas
complicada y hacen falta muchas horas de trabajo de computadora para determinar
cuantos términos hace falta sumar. Para que usted no lo intente, quiero ayudar con
este dato (casi descorazonador). Hacen falta sumar mas de

15.092.688.622.113.788.323.693.563.264.538.101.449.859.497

términos para recién entonces atravesar la valla del 100.
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Es decir, es un nimero muy grande (aproximadamente 1,509 x 1053).91
Mas aun, esto demuestra la lentitud con la que diverge la serie armdnica. Diverge,

si, pero muy, muy despacio.

c). Otro apunte breve con respecto a la serie armdnica. Aceptamos que empiece

con el numero 1. Es decir, la serie armodnica es:

1+(1/2+1/3+1/4+1/5+1/6 +1/7 +...

e Para superar al numero 1, hace falta un término (ademas del 1 claro esta).
e Para superar al niumero 2, hacen falta 4 términos.
e Para superar al niumero 3, hacen falta 11 términos.

e Para superar al numero 4, hacen falta 31 términos.

Y sigo: hacen falta 83, 227, 616, 1.674, 4.550, 12.367, 33.617, 91.380, 248.397,

para superar los niumeros 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12 y 13, respectivamente.

d). Si uno excluyera todos los términos de la serie armdnica que contienen el
nimero 9 como digito, équé pasaria?, éseguird divergiendo? Curiosamente, la
respuesta es bien antiintuitiva. Si uno quita los sumandos que incluyen a un nimero
9, entonces la serie ahora se transforma en convergente y no llega a sumar 23.
¢Como se explica esto? Es que si bien entre los primeros 10 numeros estoy
excluyendo nada mas que uno (el numero 9; o, en realidad, 1/9 para ser mas
precisos), entre los primeros 100 numeros, estoy quitando 19. Y entre los primeros
1.000, excluyo 271.

Si uno siguiera avanzando y se fijara en nimeros de mas de 100 (cien) digitos,

aunque no lo parezca, la amplia mayoria de ellos contiene un nimero 9 vy, por lo

o1 Estos  datos pueden ser verificados (y de alli los saqué yo) en http://www.re-

search.att.com/~njas/sequences/A004080 y también en http://mathworld.wolfram. com/HarmonicSeries.html. La
primera referencia corresponde al increible trabajo de Neil J. A. Sloane, que compendia las sucesiones de nimeros
enteros mas conocidas. Hasta el 10 de mayo de 2010 hay publicadas en forma gratuita mas de 175.000 sucesiones
(http://www.research.att.com/~njas/sequences/Seis. html). La segunda corresponde a la pagina web del notable
fisico y matematico inglés Stephen Wolfram, quien es el autor del programa Mathematica y del buscador de
Internet de segunda generacidén, Wolphram Alpha.
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tanto, se quedan fuera. Tantos se quedan fuera, que los que quedan hacen que la
serie ahora converja.

d). Por ultimo, no sdlo sucede si uno excluye los numeros que contienen al nUmero
9. Es posible demostrar (y no es muy dificil) que si uno saca todos los términos que
contengan el niumero 732 (por ejemplo), también hace converger la serie. Una vez
mas, aunque parezca muy antiintuitivo, cualquier nimero que uno elija termina

apareciendo muchas veces cuando uno tiene numeros grandes (de 100 digitos y
mas).

FIN
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